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GROUPOiDE FONDAMENTAL ET D'HOLONOMIE
DE CERTAINS FEUILLETAGES RÉGULIERS

Abstract

M . C . LASSO DE LA VEGA

Let M be a manifold with a regular foliation F . We recall the construction
of the fundamental groupoid and the homotopy groupoid associated to
.W . We describe some interesting particular cases and give some gluing
techniques . We characterize the cases where these groupoids are Hausdorff
spaces .

We study in particular both groupoids associated to foliations with
Reeb componente.

Introduction

Dans le premier paragraphe on rappelle la construction du groupdide fonda-
mental, 111(.F), et celle du groupoide d'holonomie, H(F), associés á un feuille-
tage régulier, qui ont déjá été faltes par J . Phillips [Phi] et H . E . Winkelnkem-
per [Win] respectivement . On étudie quelques cas particuliers intéressants
et on explicite quelques techniques de recollement . On donne des conditions
nécessaires et suf$santes pour que II, (.F) et H(.F) soient separés .
Aux deuxiéme et troisiéme paragraphes on construit en détail le groupdide

fondamental et d'homotopie des feuilletages qui contiennent des composantes
de Reeb .

Je voudrais remercier fe Professeur Gilbert Hector pour m'avoir proposé ce
travail ainsi que pour le temps, la patience et 1'aide qu'il m'a consacrés .

1 . Le groupoide fondamental et le groupoide d'holonomie

1.1 . Construction du groupoide fondamental II, ( .F).
Soit Fun feuilletage régulier de dimension p sur une varieté M de dimension

p+n.
Considérons le diagramme commutatif

C(.F)

	

--,-->

	

II, (.F)
ao \,\,, Qo

	

0//0

QM
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défini par les données suivantes :
(a) C(.F) étant 1'espace des chemins intégraux de .F muni de la topologie

compacte-ouverte, les projections source ao et but /Po sont continues et
ouvertes ;

(b) II 1 (.F) est le quotient de C(.F) par la relation d'équivalence ouverte qui
identifie les chemins á extrémités fixes qui sont homotopes sur la feúille
qui les contient ; f est la projection quotient naturelle et les applications
a et 0 obtenues par passage au quotient sont également continues et
ouvertes ;

(c) la composition, (resp . 1'inversion), usuelle des chemins définit une lo¡ de
composition continue m, (resp . un homéomorphisme i), de II,(.F) qui
font de II 1 (.F) un groupoide localement compact, dont 1'espace des unités
ro est égal áM (identifié á 1'ensemble de classes de chemins constants) ;

(d) la topologie sur C(.F) définit sur II 1 (.F) une structure de variété diffé-
rentiable de dimension 2p + n [Phi], pour laquelle a et /l sont des
submersions, m est différentiable et i est un difféomorphisme . Bref
II 1 (,F) devient un groupdide de Lie .

On notera Iso II1(f) 1'ensemble de classes de lacets de II 1 (.F). C'est un
sous-groupoide invariant qu'on appellera groupdide d'isotropie de II,(.F) .
Remarque. En particulier si n = 0, c'est-á-dire si F est le feuilletage trivial

ayant une seule feuille égale á M, la construction précédente se réduit á celle
du groupoide fondamental de M, noté II 1 (M) =t M, pour lequel a et (l sont
des fibrations localement triviales transverses 1'une á 1'autre et ayant pour fibre
le revétement universel de M.
Dans le cas généra.l on retrouve cette situation au-dessus de chaque feuille

F E F, c'est-á-dire on a un diagramme commutatif:

II1(F)
n ~c?)

II1(-F)
Q'F11OF alía

F M

oú 1'application II1(j), induite par j, est une inmersion dont 1'image est égale
á a-1 (F) = p-1(F) .

1.2 . Groupoide fondamental et groupoide d'holonoinie .
Le groupoide d'holonomie H(.F) de F peut étre construit de facon tout á fait

analogue á celle de 111 ( .F), la seule différence étant que la relation d'équivalence
utilisée est strictement plus fine : deux chemins y1 et y2 sur le méme feuille et
de mémes extrémités, sont équivalents si le germe d'holonomie du lacet y21 * y1

est trivial . On a done une factorisation :
h

C(.F/ II1 (.F) -~ H(.F)
a'o\,,",Qo

	

a11o

	

a //F
M
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et g est un morphisme surjectif de gróupdides de Lie, qui est en fait un difféomor-
phisme local, et que pour chaque u E M induit un revétement des a-fibres
(resp . a-fibres) respectives .

1.3 . Cas particuliers .
(a) Action d'un groupe de Lie .
Une action

	

: G x M -> M d'un groupe de Lie G, connexe, sur une varieté
M définit un groupoide de Lie ro en posant :

0, (g, u) = u

	

O(9, u) = O(9, u) = 9(u) ;
m[(92, u2), (91, ul )] = (91 - 92, u) si u2 = 0(91, ul );

z(9, u) = (9 -1 ; 9u).

Les orbites de ce groupoide, c'est-á-dire, les ensembles P(a -1 (u)) =
a(fl-1(u)), coincident avec les orbites de 1'action 0 et définissent sur M un
feuilletage .P,5, en général singulier (ou de Stefan) .

Si 1'action est localement libre, (donc FO est régulier), en rempla~ant G par
son revétement universel, le groupoide G x M ::t M est isomorphe á II1(F,,) .
Dans ce cas il existe un difféomorphismee local, h : G x M -+ H(Fp), qui est
un difféomorphisme si 1'action de G est libre [Phi) . La factorisation entre ces
deux groupoides est donc déterminée par le diagramme suivant :

9

GxM=II1(,Fm)~ GxM H(10)

oú f est un revétement et h un difféomorphisme local .
Exemple. En particular 1'action de C sur C :

C x C*

	

--~

	

C*
(z, C)

	

e'(,

définit sur C x C* une structure de groupdide de Lie, qui est le groupoide
fundamental de la varieté C* .

Le róle du groupdide d'holonomie est joué par le groupoide trivial
C* x C* =t C*, et la factorisation est déterminée par le morphisme g :

CXC* C*XC*
(z, ~)

Pn /'/ P'z

C*
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(b) Feuilletages induits sur des ouverts.

Soit un feuilletage (M, .F), W un ouvert de M (pas nécessairement saturé) et
.Fw la restriction de .F á W. L'inclusion j : W-> M induit 1'homomorphisme
injectif:

C(.FW) --, C(F)
y

	

--~ j o y

Si deux chemins yl et y2 son homotopes sur une feuille de .Fw, il en est de
méme sur la feuille de .F qui les contient . La réciproque est vraie si W est un
ouvert saturé . L'homomorphisme II1(j) : II1(.Fw) ---k II, (F) est done injectif
si W est un ouvert saturé . En général 1'image de II 1 (j ) :

'I}`hn
II,(j) = {[y] E II1(F)1y C W},

est un sous-groupoide ouvert de II1( .F), puisque W est ouvert dans M.

Quant au groupoide d'holonomie, deux chemins yl et y2 ont le méme germe
d'holonomie dans W si et seulement si ils ont le méme germe dans M. L'homo-
morphisme H(j) : H(Fw) -> H(.F) est, done, toujours injectif et 1'image de
H(j) est un sous-groupoide ouvert de H(.F) isomorphe á H(.Fw) .

Dans 1'exemple ci-dessus 1'inclusion j : C* -> C induit 1'homomorphisme
IIi(7) :

III(j) : II,-(C*)-C*xC->II(C)_CxC

11 o

	

pT> 11 Prz
C* -----

	

C

Le noyau de II l (j) est le sous-groupoide Iso II l (C* ), done Im II l (j )
II'(c . )

IsoIIl (C') qui est un sous-groupoide ouvert dans II, (C) .



GROUPOÍDE FONDAMENTAL ET D'HOLONOMIE

	

435

(c) Feuilletages définis par des fibrations localement triviales .
Si le feuilletage .F sur M est une fibration localement triviale de fibre F,

alors :
i) Le groupdide II 1 (.F) =t M est une fibration localement triviale de fibre
F (revétement universel de F) .

ii) Le groupoide H(F) :4 M est aussi une fibration localement triviale de
fibre F.

(d) Recollement de feuilletages .
Soit M une variété á bord et F un feuilletage sur M pour lequel aM est une

sous-variété saturée . Il est immédiat dé vérifier que si Pon note a.F = .Flam >
alors le groupoide IIIj) (resp . H(,F)) est une variété á bord et on a II I (a.F)
aII1 (.F) (resp.H(a.F) - aH(.F)) .
En plus en a la proposition suivante :

1 .3.1 . Proposition . Soient MI et 1112 deux variétés á bord avec des feui-
lletages FI et F2 tangents au bord et soit f : OMI --> aM2 un difféomorphisme
qui préserve les feuilletages . Soit M - 1111 IIf M2 et F le feuilletage induit sur
M. Alors:

i) il existe une application III(f) : cgII 1 (FI ) ---> aII1(.F2), induite par f,
qui est un difféomorphisme;

ü) le groupoide II I (.F) est isomorphe ¢ II I ( .FI ) I1,11(f) 11 1 (.F2 ) .

Démonstration . Puisque f est un difféomorphisme qui préserve les feuil-
letages, I1 1 (f) est bien défini et est aussi un difféomorphisme .

Considérons sur la somme disjointe MI II 1VI2 la relation d'équivalence R
suivante : xR x' si el seulement si x' = f(x) . Le quotient pour cette relation
est difféomorphe á M. La relation R induite sur II I (.FI ) II III( .F2) est: yñy'
si et seulemeni si y' = fo y = II I (f)(y) .

	

Si l'on note p la projection on a le
diagramme commutatif suivant:

MI II M2
Ll R

P

II I (J71 ) II

	

ni(h)II I GF2 ) ---,

MIIIfM2-M
~lla
II I ( .F)

L'homomorphisme II, (p) est injectif et en plus si y, y' E 111 (-FI) II I1 1 (J5)
son¡ tels que III(p)(y) = II I (p)(y') alors poy = po y', c'est-á-dire y' _
III(f) - (y) . Donc I1 1 (J1) - III(_FI) IIn,(f) III(J12) .

Remarque. On verra sur un exemple au paragraphe 3 qu'on n'a pas ce
résultat, en général, pour le groupoide d'holonomie .
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1 .4 . Séparation de R1(f) et H(JF).
En général ni le groupoide fondamental ni le groupdide d'holonomie d'un

feuilletage F ne sont separés . Pour le premier on a une caractérisation en
termes de cycles évanouissants . Pour le second on verra le rapport avec le
pseudogroupe d'holonomie associé .

Une application continue h : X --> M est intégrale relativement á .F si, X
étant connexe, 1'image de h est contenne dans une feuille de .F .

1 .4 .1 . Définition. Un lacet intégral y : 51 -> M est un cycle évanouissant
de .F s'il existe une homotopie A : 5 1 x [0,1] --> M de lacets integraux telle
que Ao = y et A t est homotope á zéro sur la feuille Fo qui le contient pour
toutt>0.

C'est un cycle évanouissant trivial si y = Ao est homotope á zéro sur la
feuille .Fo .

1 .4.2 .

	

Proposition . Soit (M,-F) un feuilletage régulier, on a les deux
conditions équivalentes :

i) II 1 ( .F) est séparé,
ii) tout cycle évanouissant de .F est trivial .

Démonstration . Le fa¡¡ que i) implique ii) est immédiat car si y : S1 -~
M est un cycle évanouissant non trivial de point de base uo = y(1), alors les
classes d'homotopie correspondantes [y] et [u o ] ne sont pas separées : si U et
V sont des voisinages de [y] et [uo] il existe e > 0 ¡el que [A t ] E U fl V pour
tout t < E .
Pour la réciproque, soient y et k deux lacets intégraux tels que [y] et [k] soieni

non séparées dans II 1 (.F) . Puisque l'espace des unités M est separé alors y et
k oni les mémes extrémités et quitte ¢ les remplacer par k0 ly et k-1 -k on peut
supposer que k est le lacet constant y(1) . Soient alors U et V des voisinages
contractiles de [y] et [k] (tous les éléments de V étant des lacets constants),
alors U (1 V :~ 0 et il existe une famille ¢ un parametre A : S1 x [0,1] -> M
de lacets intégraux telle que:

i) [At] E U pour tout t E [0, 1],
ii) Ao = y el [A1] E V, c'esi-á-dire A 1 es¡ homotope ¢ zéro sur la feuille
Fl qui le contient .

On considére K = {t E [0,1]/At est homotope á zéro sur la feuille Ft} . Par
construction 1 E K et la composante connexe de 1 dans K, K,, est un ouvert
d'aprés la trivialité locale des feuilletages . Si en plus tout cycle évanouissant
de .F est trivial, alors Kl es¡ aussi fermée, donc égale ¢ [0,1] . D'oia le résultat .

Maintenant on va caractériser les cas pour lesquels H(.F) est separé á 1'aide
du pseudogroupe d'holonomie .
1.4.3 . Définition. Soi t f un difféomorphisme local de Rr . On dira que

f est de type analytique si f est 1'identité lorsqu'il Test sur un ouvert de son
domaine .
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On dira qu'un pseudogroupe de difféomorph¡smes locaux, G, est de type
analytique si chaque élémet de G est de type analytique .
Remarque. Si G est un pseudogroupe de type analytique alors tout pseu-

dogroupe localement isomorphe est aussi de type analytique .
1 .4.4 . Définition. Soit (M, .F) un feu¡lletage régulier . On dira que 'F est

transversalement de type analytique si le pseudogroupe d'holonomie de .F est
de type analytique .

1 .4 .5 . Proposition . So¡¡ (M �̀ F) un feuilletage régulier. Alors H(.F) es¡
separé si et seulement si F est transversalement de type analytique .

Démonstration . On suppose d'abord que H(F) es¡ separé, et soit f un
élément du pseudogroupe d'holonomie pour lequel il existe un ouvert U qui
vérifie f l u = Id . Soit x un point dans la fermeture de U . Alors il existe
un lacet y, de point de base x, tangent á .F, pour lequel le germe d'holonomie
est f. Maintenant dans ¡out voisinage de la classe de y il y a des classes de la-
cets constants, done la classe de y est la classe constante et le difféomorphisme
f est l'identité .

Réciproquement, si x et x' sont deux éléments dans H(F) non separés on
peut supposer qu'ils sont des classes de lacets el que x' est la classe constante.
Si dans tout voisinage de x il existe des classes de lacets constants, alors il
existe un ouvert sur lequel le germe d'holonomie de x est l'identité . D'aprés
l'hypothése l'holonomie de x est l'identité, done x = x' .

2. Groupoide fondamental du feuilletage (M3 , .F) avec des cycles
evanouissants non triviaux

SoitM une variété compacte de dimension 3 et F un feuilletage de codimen-
sion 1 orienté . S'¡1 existe des cycles évanouissants non triviaux pour .F, alors
d'aprés le théoréme de Novikov [No], il existe un nombre fin¡ de composantes
de Reeb compactes . En plus, pour chaque F E f, 7r2(F) = 0, puisque si F
avait une feuille sphérique, par le théoréme de stabilité globale de Reeb [Ree]
on pourrait conclure que ou bien M - 52 x S' ou bien M - 52 x [0,1], feuilletée
par 52 et sans composantes de Reeb .

2.1 . Groupoide fondamental d'une composante de Reeb compacte.
Soit (W R) une composante de Reeb compacte, c'est-á-dire W - S' x D2 .

On sait déjá que II 1 (R) n'est pas separé et on va le décrire á 1'aide d'un recou-
vrement par deux sous-groupoides ouverts, dont 1'un n'est pas separé .
On notera A Pame de la composante, c'est-á-dire A - 5' x {0} .

Premier sous-groupoide .
So¡t Wl = int (W) et R] = RIw-, qui est une fibration triviale par plans

au-dessus S', done II,(R1 ) =I Wl est aussi une fibration triviale par plans .
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Puisque (W1, Rl) est un ouvert saturé dans (W R) alors 11 1 (R1) est un sous-
groupoi'de ouvert dans II1(R) .
Le sous-groupoide II 1 (R1 ) = C x Wl est le premier sous-groupdide du re-

couvrement .

Sous-groupoide intermédiaire.
On va considérer maintenant 1'ouvert I = Wl ¡A qui correspondra á 1'intersec-

tion . Le feuilletage R restreint á I, RI, est une fibration triviale de fibre C*
au-dessús de 51 , donc H l (R1 ) =i I est une fibration triviale de fibre C .

1 n'est pas saturé dans Wl et d'une fagon tout á fait analogue á celle de
1'exemple de la premiére partie, on conclut que le noyan de 1'homomorphisme
II1(j) induit par 1'inclusion :

II1(7) :C* x S, xC-->CxSI xC
(z, B, C)

	

-

est isomorphe á Iso II1(RI) . Donc Im H1(j) = 111(R')
Iso rt,(Ri)

est un sous-groupoi'de-
ouvert dans II1(RI), donc il est aussi ouvert dans II1(RI) et separé .

1

I

1

1
1

I

1
1

1

1
I

l "Y

Second sous-groupoide .
Considérons WZ = WiA et Rz = Riw2
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2.1 .1 . Proposition . Le groupoide IIl(R2) 4 W2 est une fibré localement
trivial de fibre C.

Démonstration . Sur (W2 , R2) il n'existe plus de cycle évanouissant non
trivial, et 7r 2 (F) = 0 VF E R2 . Si on considére le revétement universel
p : W2 ----~ W2, le feuilletage induit sur W2 est un feuilletage par plans, défini
par l'action libre de C /Pa1j. Le groupoide fondamental de p*(R2) est tri-
vial, isomorphe á C x W2 . Le groupe Aut (p) agit sur C x W2 comme groupe
d'automorphismes de groupotide et de fibré, et préserve la fibre . Le quotient par
cette action est II 1 (W2 ) . Donc quitte á quotienter par Aut (p) on obtient le
résultat cherché.

(W2, R2) est un ouvert non saturé dans ^R) et l'homomorphisme
II 1 (i) : U, (R2) ---> II1(R) n'est pas injectif. D'autre part le groupoide Im El (i)
est un sous-groupoide ouvert dans II,(R) qui sera le second sous-groupoide
du recouvrement . On va décrire Ker II1(i) : l'ouvert I est saturé dans W2 et
W211

.
, le bord de la composante de Reeb, est aussi saturé dans W. Donc, étant

données les applications

I

	

-K > W2-
i-> Wl,

Ker II1(i) est isomorphe á Ker II1(l), donc isomorphe á Iso II1(RI) C Iso 111(R2)
OnaImIIl (i)= ni(R2)

- Iso H1(R1)

2.1 .2 .

	

Théoréme. Soit (W,R) une composante de Reeb compacte de di
mension y. Soient Wl -

	

int (W), W2 - W IA et I - Wl n W2, et Rl, R2, RI
les feuilletages correspondants induits . Alors:

i) II1(R1) ii Wl est un fibré trivial de fibre C ;
ii) II1(R2) =~ W2 est un fibré localement trivial de fibre C,-

1 i) la famille {II1(R1), Isó' RRt)}, est un recouvrement de I1 1 (R) par des
sous-groupoides ouverts.

Démonstration . Il ne reste á vérifier que la famille de (iii) est un recou-
vrement de II1(R) . Soit [y] E I11(R) et y un représentant de la classe . Si



440

	

M. C . LASSO DE LA VEGA

y fl WI :~ 0, puisque WI es¡ saturé, y C WI et la classe d'homotopie par
rapport á R es¡ la méme que par rapport á RI, done [y] E II I (R I ). Si par
contre y (1 WI = 0, alors y C WIWI - W2 II qui es¡ encone saturé et y fl I
done [y] E

	

n1 (Rz)
Iso 7r1(RI)

Remarque. Le sous-groupoide Iso iIRRI)
n'est pas separé can c'est le quo-'

1 (

tient de III(R2), qui est separé, par Iso III(RI), qui est ouvert dans Iso III(R2) ;
on identifie les lacets qui, avec le méme point de base, sont contenus dans
1'interieur de II I (R2) . Les éléments son separés sont sur le bord de II, (R2 ).

En plus si x, x' E Iso iI SRI)
sont deux éléments non separés, quitte á les

remplacen par x - x 1-1 et x1 . x1-1 en peut supposer que x' est le lacet constant
k = [cx(x)] . Dans tout voisinage de x il existe des classes de lacets constants .
Done x est la classe d'homotópie du cycle évanouissant non trivial .

2 .2 . Cas général.
Il existe une facon générique de construire le groupoide fondamental d'un

feuilletage avec des feuilles compactes en coupant á travers ces feuilles et en
recollant les groupoides correspondants aux différents morceaux (prop . 1.3 .1 .) .
On peut aussi décrire le groupoide III (.'F), si sur .'F il y a un nombre fin¡ de
composantes de Reeb (W', R') i : 1, . . . , n, en généralisant le cas précédent,
On notera A' 1'áme de chaque composante,

	

WÍ

	

=

	

int (W'),
W2 = W' JA', I' = Wi ¡A', M2 = M[AI U . . . UAn , et Ri, RÍ, .'F2 les feuille
tages induits respectifs . Puisque I' (l Ii _

	

si i

	

j alors les sous-groupoides
n

Iso 111(Ri) sont deux á deux disjoints, ét 1'union disjonte [_[ Iso III (R' ), qu'on
la

notera Iso II I (I), est encone un sous-groúpoide de Iso III( .F2) . On peut done,
considérer le quotient 111 ~z

Iso n1(I)

La démonstration du théoréme suivant est analogue á celle de 2.1 .2 . :

2.2.2 . Théoréme. Dans ces conditions :

i) pour chaque i : 1 . . . . , u, III (R1) :=t Wi est un fibré trivial de fibre C;
ii) II I (f2 ) =t M2 es¡ un fibré localement trivial de fibre C;
iii)

	

la famille {II, (R; ), . . . , II I (Rn),), Iolri
z
(I) } est un recouvrement de

II I (F) par des sous-groupoides ouverts.

Remarque. Le groupoide I o1n(I) n'est pas separé : on identifie tous les
lacets . qui, avec le méme point de base sont dans 1'interierur de 111(W2'), i
1, . . . , n. Les éléments non separés sont sur le bord de III (W2' ) . Comme dans
la remarque dú théoréme précédent les éléments non separés son des cycles
evanouissants de (W', R') .
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3. Groupoide d'holonomie du feuilletage de Reeb

L'étude du groupoide d'holonomie associé á un feuilletage régulier est diffé-
rente de celle du groupdide d'homotopie . En général on ne peut pas reconstruire
le groupdide global en recollant les groupoides de chaque morceau . Dans le
premier paragraphe on va décrire le groupoide d'holonomie de la composante
de Reeb compacte, qui est separé . Il y a deux facgons usuelles de recoller les
bords de deux composantes : on obtient alors (S' x S1 , R) on (S3 , R') . On
verra que dans le premier cas le groupdide est le recollement des groupoides
des morceaux, mais ce n'est plus vrai dans le second cas, pour lequel on obtient
un groupdide d'holonomie non separé .

3.1 . Groupoide d'holonomie d'une composante de Reeb compacte .
Soit (W, R) une composante de Reeb compacte, oú W = 5 1 x D2 . Soit

G = {[x] E Iso 11 1 (R)/[x] n'est pas separé de [a(x)j} . Cést un sous groupdide
de Iso I1 1 (R) et le quotient n,GR) est évidemment separé. En plus on sait par
la proposition 1.4.5 ., puisque R est transversalmente de type analytique, que
H(R) est aussi separé . Si g : II 1 (R) --+ H(R) est la factorisation usuelle on a
la proposition suivante :

3.1 .1 . Proposition . Dans les conditions antérieures il existe un di�fféomor-
phisme j qui rend commutatif le diagramme suivant:

II,(R) H(R)

Démonstration . Il faut remarquer tout d'abord que dans ce cas G est iso-
morphe á l'ensemble des cycles évanouissants non triviaux dans (W R). La
classe d'homotopie est la méme que la classe d'holonomie pour tout lacet que
ne soit pas un cycle évanouissant non trivial, donc g est évidemment invariant
par G. En plus, puisque g est un diféomorphisme local surjectif, il ne reste á
verifier que j est injectif. Mais ceci découle du fait que tout lacet avec holono-
mie triviale qui ne soit pas homotope á zéro sur la fenille qui le contient est un
cycle évanouissant non trivial .

3.2 . Feuilletage de Reeb sur S1 x S2.
Le difféomorphisme identité f entre les bords de deux composantes de Reeb

compactes induit, de fagon naturelle, le difféomorphisme identité f. entre les
chemins tangents á la feuille compacte :

f. : C(TZ) -3 C(TZ)
7 ----~ fo7

Sur la feuille compacte I'holonomie á gauche d'un chemin est la méme qu'á
droite (le groupoide d'holonomie est donc separé), alors f* préserve les classes
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d'holonomie et induit un difféomorphisme H(f) entre les bords des groupdides
d'holonomie correspondants aux deux composantes . La démonstration de la
proposition suivante est analogue á celle de 2 .2 .1 . :

3 .2 .1 . Proposition . Soient (S1 x D2 , R1) et (S1 x D2 , R2) deux compo-
santes de Reeb compactes et f le difféomorphisme identité entre les bods . Soit
(5 1 x D2 , R) le feuilletage résultant. Alors:

i) f induit un difféomorphisme H(f) : H(T2)

	

> H(T2);
ii) le groupoide H(R) est isomorphe á H(R1) IIH(f) H(R2).

3.3 . Feuilletage de Reeb sur S3 .
Etant données deux composantes de Reeb compactes, si on identifie sur le

bord les paralléles de 1'une d'elles avec les méridiens de 1'autre, on obtient le
feuilletage de Reeb sur 53 : (S3 , R') . Le difféomorphisme f*, induit sur les
chemins tangents au bord, ne préserve pas les classes d'holonomie paree que
sur la feuille compacte dhoonomie á gauche n'est pas la mime qu'á droite . On
ne peut pas construire le groupoide H(R') en recollant les groupoides de chaque
composante .

D'autre part, la représentation d'holonomie de la feuille compacte est injec-
tive, done Im H - IIl(T2), et en a le résultat suivant :

3.3 .1 . Proposition . Le groupoide d'holonomie du feuilletage de Reeb sur
53 est isomorphe au groupoide d'homotopie .

Démonstration . Puisque pour toute feuille de R' la répresentation d'holo-
nomie est injective, son image est difféomorphe au groupe fondamental de la
feuille, et done la factorisation g : II 1 (R') ---> H(R) es¡ injective . Comme g
est toujours un difféomorphisme local surjectif, on déduit le résultat .
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