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Abstract

Let Y be a Riemann surface with compact boundary embedded
into a hyperbolic Riemann surface of finite type X. It is proved
that the space of deformations D of Y into X is an open subset of
the Teichmüller space T (X) of X. Furthermore, D has compact
closure if and only if Y is simply connected or isomorphic to a
punctured disk, and D = T (X) if and only if the components
of X \ Y are all disks or punctured disks.

Soit X une surface de Riemann hyperbolique de type fini. Changer sa
structure complexe peut apparâıtre comme un phénomène purement lo-
cal, alors que sa métrique hyperbolique est perturbée globalement. Dans
ce travail, nous tâchons d’expliquer l’influence du changement de struc-
ture complexe sur la structure hyperbolique.

A cette fin, on considère Y ⊂ X une surface connexe fermée à bord
∂Y ∩X compact. Le résultat principal est alors le suivant.

Théorème.

(i) L’espace des déformations D de la structure complexe de Y dans X
forme un ouvert de l’espace de Teichmüller de X.

(ii) L’espace D est relativement compact si et seulement si l’injection
de Y dans X est homotope à un point ou à un disque épointé.

(iii) L’espace D recouvre tout l’espace de Teichmüller de X si et seule-
ment si chaque composante connexe de X \ Y est un disque éven-
tuellement épointé.

L’énoncé du point (i) est dû indépendamment à J.-P. Demailly et
à C. T. McMullen. Le point (ii) contredit une rumeur qui affirmait
au contraire que l’on pouvait atteindre tous les points de l’espace de
Teichmüller en ne changeant la structure complexe de la surface initiale
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que sur un disque (voir aussi la Proposition 3.1). Le point (iii) indique la
taille minimale de la sous-surface nécessaire pour effectivement couvrir
tout l’espace.

On applique ce théorème à la variation de Schiffer.

Corollaire. Les déformations d’une surface de Riemann hyperbolique
de type fini induites par la variation de Schiffer restent dans un compact
de l’espace de Teichmüller.

Démonstration: La variation de Schiffer consiste à inciser la surface le
long d’un arc plongé et d’y recoller un disque. Cette déformation peut
être décrite par une déformation de X localisée dans un voisinage de
l’arc [4]. Par conséquent, le point (ii) s’applique.

Dans le dernier paragraphe, on précise le point (ii) du théorème en
montrant que plus le disque est petit, plus les déformations possibles
sont restreintes. Ceci répond à une question de F. Loray.
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eues ces dernières années sur des déformations restreintes à des disques.
Je tiens plus particulièrement à remercier J. H. Hubbard et C. T. Mc-
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1. Une construction de l’espace de Teichmüller de X

Cette présentation s’inspire de l’ouvrage [4]. Nous prions le lecteur
intéressé de s’y reporter pour obtenir les justifications nécessaires des
affirmations qui suivent. En ce qui concerne la théorie des homéomor-
phismes quasiconformes, l’ouvrage [2] contient les démonstrations des
résultats utilisés ici.

On considère une surface de Riemann X quelconque. Soit B(X) l’es-
pace vectoriel des formes de Beltrami sur X i.e., l’espace des (−1, 1)-for-
mes différentielles mesurables essentiellement bornées sur X . Muni de
la norme du sup ‖ · ‖∞, cet espace est un espace de Banach sur C. On
note Def(X) la boule unité de B(X). Se donner µ ∈ Def(X) revient par le
théorème de Riemann mesurable à se donner un homéomorphisme qua-
siconforme ϕ : X → Z, où Z est une autre surface de Riemann définie
à application conforme près et où ϕ vérifie au sens des distributions
l’équation dite de Beltrami

∂ϕ

∂z̄
= µ ·

∂ϕ

∂z
.
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L’espace QC0(X) des homéomorphismes quasiconformes ω : X → X
isotopes à l’identité agit sur Def(X) par ω · (ϕ,Z) = (ϕ ◦ ω−1, Z). L’es-
pace quotient Def(X)/QC0(X) est l’espace de Teichmüller de X que l’on
notera T (X).

Lorsque X est de type fini (surface de Riemann compacte avec un
nombre au plus fini de point(s) enlevé(s)), cet espace est muni d’une
structure de variété complexe de dimension finie telle que la projec-
tion canonique $ : Def(X) → T (X) est holomorphe. L’espace cotan-
gent de T (X) en un point ([ϕ], Z) s’identifie à l’espace Q(Z) des formes
différentielles quadratiques holomorphes intégrables via l’accouplement

〈µ, q〉 =

∫

Z

µ · q.

L’espace tangent s’identifie alors à B(Z)/NZ , où

NZ = {µ ∈ B(Z), 〈µ, q〉 = 0 ∀ q ∈ Q(Z)}.

Dans le contexte de notre théorème, on définit l’application Φ:
Def(Y ) → Def(X) par Φ(µ)|Y = µ et Φ(µ)|X\Y = 0. On pose φ =
$ ◦ Φ: Def(Y ) → T (X). Cette application est holomorphe et on note
D = φ(Def(Y )). Le premier point du théorème revient à montrer la
proposition suivante.

Proposition 1.1. Si X est de type fini, alors pour tout µ ∈ Def(Y ),
l’application linéaire tangente Dµφ est surjective.

Démonstration: Traitons d’abord le cas de la surjectivité au point µ = 0.
Si Dφ n’est pas surjective, alors il existe q ∈ Q(X) telle que, pour tout
µ ∈ Def(Y ), on ait 〈Φ(µ), q〉 = 0. Pour q ∈ Q(X), on définit

µq =
q̄

|q|
· χY ,

où χY désigne la fonction indicatrice de Y . Il s’ensuit que µq est un
élément de B(Y ) et

〈Φ(µq), q〉 =

∫

Y

q̄

|q|
· q =

∫

Y

|q| > 0.

Ceci établit la surjectivité de Dφ à l’identité.
Etudions maintenant l’application linéaire tangente en un point µ ∈

Def(Y ). On se ramène à l’argument précédent de la manière suivante.
Notons Φ(µ) = (f,X ′) et Y ′ = f(Y ). On considère les applications
analogues Φ′ : Def(Y ′) → Def(X ′), $′ : Def(X ′) → T (X ′), ainsi que
φ′ : Def(Y ′) → T (X ′). La précomposition par f−1 induit des isomor-
phismes χ : Def(Y ) → Def(Y ′), Ψ: Def(X) → Def(X ′) et ψ : T (X) →
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T (X ′) tels que χ(µ) = 0 et Ψ(Φ(µ)) = (id, X ′), et tels que φ = ψ−1 ◦
φ′ ◦ χ.

Par conséquent, la surjectivité de Dφ au point µ est équivalente à celle
de Dφ′ à l’origine, qui découle du même argument que ci-dessus.

2. Fonctions longueurs

Soit γ une courbe fermée simple de X . On considère l’application
`γ : T (X) → R+ qui associe à tout point ([ϕ], Z) ∈ T (X) la longueur
hyperbolique de la géodésique sur Z isotope à ϕ(γ). Cette application
est toujours continue (voir [1], [3]).

Le reste de la démonstration du théorème s’appuie sur la proposition
suivante.

Proposition 2.1. Soit γ une courbe fermée simple de X \ Y . Si
`γ([id], X) > 0 alors il existe une constante (finie) C > 0 telle que
`γ(φ(µ)) ≤ C pour tout µ ∈ Def(Y ).

Démonstration: Puisque γ ∩ Y = ∅, il existe un anneau plongé A(γ) ⊂
X \ Y d’équateur γ. Il s’ensuit que

0 < modA(γ) =
π

`A(γ)(γ)

où `A(γ) désigne la longueur hyperbolique dans la surface A(γ). Comme
l’inclusion contracte la métrique hyperbolique, on a aussi `X(γ)≤`A(γ)(γ).

Soit µ ∈ Def(Y ), on note Φ(µ) = (ϕ,Z). Alors ϕ|A(γ) est conforme
donc modA(γ) = modϕA(γ). Du coup,

`γ(φ(µ)) ≤ `Z(ϕ(γ)) ≤ `ϕA(γ)(ϕ(γ)) = `A(γ)(γ).

Suivant S. P. Kerckhoff [5], on dit qu’une famille de courbes fermées
simples Γ de X remplit X si les courbes sont dans des classes d’isotopies
distinctes, si `γ([id]) > 0 pour tout γ ∈ Γ, et si chaque composante
de X \ (∪Γγ) est un disque éventuellement épointé.

On reconnâıt la compacité relative d’un sous-ensemble de T (X) grâce
à la proposition suivante.

Proposition 2.2. Soit X une surface de type fini. Si Γ remplit X alors
l’application

`Γ : T (X) → R+ \ {0}

définie par `Γ(τ) =
∑

γ∈Γ `γ(τ) est propre.
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Démonstration: (cf. Lemme 3.1 de [5]). Soit γ̂ une courbe fermée simple
de X telle que `bγ([id]) > 0. Montrons que log `bγ reste bornée quand on
parcourt l’ensemble

BK = {τ ∈ T (X), `Γ(τ) ≤ K},

pour un K > 0 assez grand.
Il existe N = N(γ̂) telle que γ̂ soit homotope à une courbe incluse

dans ∪γ∈Γγ de manière à ce que chaque point de ∪γ∈Γγ n’est pas par-
couru plus de N fois. Du coup, `bγ(τ) ≤ N · `Γ(τ) pour tout τ ∈ T (X).

D’autre part, puisque Γ remplit X , γ̂ rencontre au moins une cour-
be γ ∈ Γ. Si `bγ pouvait tendre vers zéro, alors la longueur `γ devrait
tendre vers l’infini par le lemme du col. Ceci établit l’affirmation.

On considère maintenant une famille Γ̂ de géodésiques fermées simples
de X deux à deux disjointes maximale. Elle nous permet de paramétrer

T (X) par les coordonnées de Fenchel-Nielsen [1]. Chaque courbe γ̂ ∈ Γ̂
induit deux paramètres, l’un est log `bγ , l’autre est un paramètre d’enrou-
lement : on peut découper X le long de γ̂ et recoller ses deux nouvelles
extrémités isométriquement en effectuant un décalage de θ ∈ R tours ;
ce nombre θ mesure l’enroulement.

On reste dans un compact de T (X) si ces paramètres restent dans

un compact de R
bΓ. D’après l’argument ci-dessus, on sait déjà que log `bγ

reste borné pour toute courbe γ̂ ∈ Γ̂. Reste à comprendre l’effet de

l’enroulement d’une courbe γ̂ ∈ Γ̂ sur une courbe γ ∈ Γ qui rencontre γ̂.
Lorsque l’enroulement de γ̂ augmente, la courbe γ s’enroule d’autant (ou
presque) autour de γ̂, donc sa longueur est au moins l’enroulement de
fois `bγ . Donc cet enroulement doit rester borné.

Par conséquent, l’ensemble BK est borné donc compact dans T (X),
puisque c’est un espace de dimension finie.

Démonstration du théorème:

(1) S’il existe une courbe γ fermée simple disjointe de Y telle que
`γ([id]) > 0, alors la Proposition 2.1 montre que φ ne peut être
surjective.

(2) En particulier, si Y est homotope à un point ou à un disque épointé,
alors il existe une famille de courbes Γ disjointes de Y qui rem-
plitX . Avec la Proposition 2.2, on en déduit que D est relativement
compacte dans T (X). Ceci établit la suffisance de (ii).

Réciproquement, s’il existe γ ⊂ Y telle que `γ([id]) > 0, alors on
peut trouver un anneau A ⊂ Y d’équateur γ et on peut déformer
sa structure complexe pour que le module de cet anneau tende vers
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l’infini. Cela implique que l’image de Def(Y ) ne sera pas bornée.
La nécessité de (ii) est ainsi établie.

(3) Le point (1) montre la nécessité de (iii). Il reste donc à mon-
trer que φ est surjective. On suppose donc que les composantes
connexes de X \ Y sont des disques éventuellement épointés. Soit
τ = ([ϕ], Z) ∈ T (X). Notons V1, . . . , Vk les composantes connexes
de X \ Y .

Comme Y est à bord compact, il existe des disques ouverts
éventuellement épointés Wj , voisinages de Vj , d’intérieurs deux à
deux disjoints. Il suffit de montrer que ϕ|Wj

est isotope rel. ∂Wj à
un homéomorphisme ψj , conforme sur Vj . Pour cela, on peut se
ramener à la situation où Wj = ϕ(Wj) = D, Vj = D(0, r) pour un
certain 1 > r > 0, et ϕ(Vj) est un domaine de Jordan relativement
compact à bord lisse de D.

En utilisant le théorème de Riemann mesurable, on construit
une isotopie (ψt) de ϕ|D(0,r) de ψ0 =ϕ à une application conforme ψ1

qui fixe 0 pour tout t et qui préserve ϕ(D(0, r)). Ensuite, en pas-

sant aux revêtements universels de D \D(0, r) et de D \ ϕD(0, r),
l’extension de Douady-Earle appliquée aux relevés de ϕ|{|z|=1} et
ψt|{|z|=r} nous fournit l’isotopie recherchée [4].

On définit ϕ̂ : X → Z par ϕ̂|X\∪Wj
= ϕ, et ϕ̂|Wj

= ψ1. On a
par construction [ϕ̂] = [ϕ] donc τ ∈ D.

3. Petites déformations

L’objet de paragraphe est d’établir la proposition suivante.

Proposition 3.1. Soient X une surface hyperbolique de type fini et
x ∈ X ; pour tout voisinage de ([id], X) dans T (X), il existe r0 > 0 telle
que, pour tout 0 < r < r0, les déformations restreintes au disque centré
en x et de rayon r sont contenues dans ce voisinage.

Démonstration: Si r > 0, on note Yr = D(x, r), Xr = X \ Yr, et
Φr : Def(Yr) → Def(X) l’application définie ci-dessus. On note que
si r < r′ alors Φr(Def(Yr)) ⊂ Φr′(Def(Yr′)).

Pour montrer la proposition, il suffit donc de montrer que
∩r>0Φr(Def(Yr)) = {([id], X)}.

On se donne (ϕ,Z) ∈ ∩r>0Φr(Def(Yr)) et montrons que (ϕ,Z) =
(id, X). Par définition, il existe, pour chaque r > 0 assez petit, une
application holomorphe injective ϕr : Xr → Z. Si on munit Xr et Z de
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la métrique hyperbolique, alors l’application ϕr est 1-Lipschitzienne par
le lemme de Schwarz-Pick, donc la famille (ϕr)r est équicontinue sur tout
compact de X \ {x}.
X étant de type fini, (ϕr) préserve les épointements ainsi que les

classes d’isotopie de courbes non homotopes à un point ou un épointe-
ment (dans X et Z). Du coup, (ϕr) est une famille normale, et toute
limite est non constante. Ceci implique qu’il existe une application ho-
lomorphe injective ψ : X \ {x} → Z. Or le point x est une singularité
effaçable, donc ψ réalise un isomorphisme entre X et Z.
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