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Resumen

Los matemdticos de la escuela francesa, establecida entre finales del siglo XIX y los inicios del XX, no
fueron indiferentes a las discusiones filoséficas respecto al problema de existencia en matemdticas.
Los integrantes de esta escuela, encabezada por Borel, Baire y Lebesgue, se pronunciaron en contra
del uso del axioma de eleccién en matemdticas. En este articulo se presentan algunos apartes de esta
discusién en el marco de la jerarquia de funciones establecidas por Baire y su correlacién con las
categorias existenciales establecidas por el matemdtico ruso Nicolds Lusin.

Palabras clave: Clases de Baire, Axioma de eleccién, epistemologia de las matemdticas, existencia
en matematicas.

Abstract. Existential categories of Lusin

Mathematicians of the French school, settled down between the end of XIX and the beginnings of
XX century, were not indifferent to the philosophical discussions about the problem of existence in
mathematics. The members of this school, led by Borel, Baire and Lebesgue, spoke against the use
of the axiom of choice in mathematics. This article presents some sections of this discussion within
the hierarchy of functions established by Baire and its correlation with the existential categories set
by the Russian mathematician Nicolas Lusin.

Key words and phrases: Classes of Baire, axiom of choice, epistemology of mathematics, existence
in mathematics.
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Introduccién

Aunque en principio, la comunidad matemdtica presentd resistencia a la teorfa de conjuntos
infinitos de Cantor, fue adoptada por los analistas franceses interesados en la teorfa de
funciones, especialmente por Baire, Borel y Lebesgue. Sin embargo, a pesar de que los
tres utilizaron la induccién y recursidn trasfinita, no se adhieren a la filosofia de Cantor
sobre la legitimidad matemadtica del infinito actual, especialmente luego de la demostracién
del teorema del buen ordenamiento establecida por Zermelo en 1905, segin el cual todo
conjunto puede ser bien ordenado, a condicién de aceptar la existencia de una funcién de
eleccién. Ellos adoptaron una posicién filoséfica cercana al intuicionismo; por eso se les
reconoce como semi-intuicionistas.

El uso del axioma de eleccién causé una gran controversia entre defensores y detractores.
Tal es el caso de la polémica entre Borel, Baire y Lebesgue con Hadamard.' Nos interesa
en este articulo correlacionar esta discusién con el problema de la caracterizacién de las
funciones discontinuas, especificamente con la conjetura de que la jerarquia de funciones,
establecida por Baire en su tesis doctoral (Baire 1999), no es meramente nominal. Al
respecto, Baire no logra un avance sustancial. El problema es retomado por Lebesgue,
quien en (Lebesgue 1905) presenta una demostracién de la existencia de funciones en cada
una de las clases de Baire. Sin embargo, los rusos Souslin y Lusin descubrieron un error en
la demostracién.

En un periodo de mds de quince afios, Lusin escribe cinco articulos en torno al problema
de la existencia de las clases de Baire: (Lusin 1914), (Lusin 1917), (Lusin 1921), (Lusin
1927a) y (Lusin 1927b), tratando de resolver el error de la demostracién de Lebesgue. Lusin
resume sus resultados en Les ensembles analytiques et leurs applications (Lusin 1930), cuyo
prefacio es escrito por Lebesgue. En esta obra, Lusin no solo establece los aspectos técnicos
de la demostracién, sino que instaura los elementos filoséficos que soportan sus desarrollos.
Para Lusin no basta con establecer un teorema de existencia, sino que es necesario aclarar
sobre el tipo de existencia que se intenta probar. En este sentido identifica cuatro tipos de
categorias existenciales (Lusin 1930, p.55).

1. La existencia constructiva, la cual se tiene cuando se exhibe un proceso general que
permite dilucidar casos particulares. Por ejemplo, la existencia de funciones discontinuas
que se obtienen como limite de una sucesién de funciones continuas, queda determinada
por un teorema establecido por Baire, segtin el cual estas funciones son aquellas que son
puntualmente discontinuas con respecto a todo conjunto perfecto. Tal es el caso de la

I,si0=x<1
fo)=4_"".
2,sil=x=<2

funcidn:

1 Ver (Moore 1982), (Baire, Borel y Lebesgue 1905) y (Recalde 2004), entre otros.
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Desde sus primeros articulos, Baire establece una diferencia tajante entre la existencia
nominal y la existencia constructiva. La existencia nominal se da cuando se definen
los objetos a través de procesos iterativos respaldados por un nombre. La existencia
constructiva se da cuando estos procesos iterativos son respaldados por teoremas que
permiten demostrar que se pueden diferenciar los distintos niveles dados en lo nominal.

Baire y Lusin aceptan este tipo de existencia; de hecho, éste tltimo, en su libro de 1930
exhibe conjuntos de las clases 1, 2, 3 y 4, a manera de estado del arte.

2. Existencia en el sentido de la totalidad de los ordinales de segunda clase. Es el tipo
de existencia del cual se apoya Lebesgue en su memoria de 1905 Sur les functions
représentables analytiquement, para exhibir una funcién que esté por fuera de las clases

de Baire.

3. Existencia en el sentido de Zermelo. Es la que se obtiene por la aceptacién de una
funcién de eleccién. Los objetos matemadticos no son dados individualmente o por
procesos recursivos aplicados a los ordinales de la primera y segunda clase, sino como
pertenecientes a un universo constituido en un solo acto. Aunque la mayoria de
matemdticos de inicios del siglo XX, acogian el principio de Zermelo, no ocurria asi
con quienes trabajaban con la teorfa de la medida, pues su aceptacién daba cabida a los
conjuntos no medibles: un tipo de conjuntos que contrariaban la intuicién geométrica.

Borel, Baire, Lebesgue y Lusin son detractores de las pruebas que utilicen este argumento
para demostrar existencia. Se puede decir que la posicién filoséfica de éstos se centra en
la negacién de este principio que acoge resultados muy utilizados en las distintas ramas
de las matemadticas.

4. Existencia a partir de la aplicacién del método de la diagonal de Cantor. Se utiliza para
demostrar la existencia de funciones que no pertenecen a un determinado dominio;
por este método se demuestra que el conjunto de funciones de un intervalo tiene una
potencia mayor que la potencia del intervalo (potencia del continuo).

Este dltimo tipo de existencia es aceptado y utilizado por Lusin, para probar la validez de
la conjetura de Baire, y para construir una clase de conjuntos mucho mds amplia que los
borelianos (que son equivalentes a las funciones de Baire).

En este articulo nos proponemos presentar la manera en que Lusin demuestra la
existencia de funciones en cada una de las clases de Baire y analizar sus procedimientos
tedricos a la luz de sus concepciones filosoficas.
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La conjetura de Baire

La teorfa de funciones, como rama de las matemdticas, empieza a perfilarse entre finales
del siglo XIX e inicios del XX, a través de las investigaciones de Borel, Baire y Lebesgue.
Histéricamente podemos reconocer la conjetura de Baire como el problema que sirvié de
catalizador en el surgimiento de la teoria de funciones.

La conjetura de Baire surge a partir de la clasificacion de funciones que René Baire
plantea en su tesis doctoral de 1899, Sur les Fonctions de variables reélles. Baire, basado en
la convergencia de series de funciones, incorpora una nueva jerarquia, mucho mds amplia
que la de sus antecesores Euler, Cauchy, Hankel y otros. Esta clasificacién que toma como

referencia las funciones f :[0,1] = R, se define de la siguiente manera.

C, Clase 0, constituida por las funciones continuas.

C,: Clase 1, conformada por las funciones que no pertenecen a C; y que se pueden ver
como limite de sucesiones de funciones pertenecientes a C,.

C,: Clase 2, conformada por las funciones que no pertenecen a C_ ni a C, y que se pueden
ver como limite de sucesiones de funciones pertenecientes a C,.

C: Clase n, conformada por las funciones que no pertenecen a C_| ni a alguna de las clases
anteriores y que se pueden ver como limite de una sucesién de funciones de clase C_..

Baire define las clases de funciones de orden trasfinito: si { f }, esunasucesién de funciones
tal que para todo n, existe i tal que f €C,;ademds, {f } converge puntualmente a
f, donde f, &C, paratodo i, entonces se tiene que f EC, , donde w es el primer

C

ordinal trasfinito de la teorfa cantoriana. De forma similar se definen C,, , C

C

w+l 2 w+22°°°

owotr

Baire se propuso demostrar que esta clasificacién no era meramente nominal, es decir, que
cada una de estas clases es no vacia, lo que se llamard en adelante Conjerura de Baire.

En un principio, Baire habia caracterizado las funciones de C, a través del siguiente
resultado:

T1: Sea f :[0,1] = R una funcién discontinua. f es el limite de una serie de funciones
continuas,” si y sélo si es puntualmente discontinua respecto a todo conjunto perfecto.’

2 Esdecir, que pertenece a C,.
3  f:1 C R — R, es puntualmente discontinua, si para todo (a,b) C | , existe ¢ € (a,b) tal
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como se hizo con las funciones de C., Baire intenta caracterizar las funciones de C_,
Tal h las fu deC, B tent t las fi de C,
para ello enuncia:

T2:Sea f :[0,1]] = R&C,UC,. f €C, siysdlosies puntualmente discontinua sobre
cada conjunto perfecto, omitiendo un conjunto de primera categoria® respecto al conjunto
perfecto.

Baire demostré completamente T1, mientras que de T2 sélo demostré la condicién
suficiente. Sin embargo, conjeturé que se cumplia el reciproco y que la condicién era
similar para las clases superiores.

Baire construyé funciones de las primeras clases. De C; se puede exhibir cualquier funcién
continua. De C, se puede exhibir la funcién

0= 3 (-1

que corresponde a f () =1, para XE(-p,p) y f(p)=0.

Ampliando el dominio, la funcién es periédica, de periodo 2p , y discontinua en los
puntos N/p,con NEZ .

Se puede notar que esta funcién no es de la clase C y que es el limite de una serie de
funciones de C.
Como ejemplo de una funcién perteneciente a C, estd la caracteristica de los irracionales,

Isixel
2,si x|

Obsérvese que f no es puntualmente discontinua, ya que es discontinua en todos los
puntos de su dominio, por lo tanto, no pertenece a C . Resta probar que f se puede ver

como la suma de funciones puntualmente discontinuas.

f(x)=

Para todo NE N, definamos f,_ :[0,1] = R, tal que

que f escontinuaen c. P C R esperfecto,si P = P', donde P' es el conjunto de puntos de

acumulacion de P , o derivado de P de acuerdo a la definicién dada por Cantor.
4 E C R esdeprimera categoria si existe una sucesion { E n } de conjuntos diseminados (conjuntos

que no son densos en ninguna parte), tal que para todo X € E , existe n tal que XE E . - Enotro

caso, se dice que E es de segunda categoria.
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l,six=—p€Q,con(p,q) =1lyqg=n
f.(x) = q
0, en caso contrario
Es decir, L,sixE90,1
fl(X) = { { }

0,en caso contrario

Lsixelol L
f,(x) = 2

0,en caso contrario
1,six€ O,I,l,l,g
2°3°3
0,en caso contrario

f,(x) =

Se tiene que

lim f (x) = f(x)

En términos de series de funciones, la sucesién {f } se puede ver como una sucesién de

sumas parciales, donde: g, = f,, g, = f, - f, g, =f,-f,,....,9,=f, - f ... de

esa forma

f(x) = Zgn(x)

Donde cada g, es puntualmente discontinua, por lo tanto, f €C, .

Baire perseguia caracterizar funciones de cada una de las clases. Para ello intentd, sin éxito,
una generalizacién de T1y T2.

En 1905 el matemdtico francés Henri Lebesgue aborda la conjetura de Baire.
Tomando como base las funciones representables analiticamente, que son las que tienen
como elementos primigenios los polinomios, demuestra la equipotencia entre esta clase
de funciones y las funciones que se dejan clasificar en la jerarquia de Baire. Al mismo
tiempo, prueba la equipotencia de las funciones pertenecientes a las clases de Baire con los
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conjuntos borelianos o B-medibles y con las funciones B-medibles.\footnote{ Una funcién

f :[0,]] = R es B medible si para cualquier par de nimeros reales a y b&[0,1] con

a < b, se tiene que el conjunto f"[a, b] es B medible.

Lebesgue da una prueba de la validez de la conjetura de Baire, y a su vez construye de forma
explicita una funcién que escapa a las clases de Baire. Sin embargo, en 1914, el matematico
ruso Y. Souslin detecta un error en el siguiente enunciado de Lebesgue:

Teorema: sea un conjunto E de puntos (X;,X,, X;,...,X,,) dado, se llama proyeccion de este

conjunto sobre la variedad X, = X, =..X =0 al conjunto e de todos los sistemas de

valores asociados (X, X,, X;...., X, ) . Yo voy a demostrar que, si E es Bmedible, su proyeccién
también lo es (Lebesgue 1905, p. 191).

Lebesgue estd planteando que imagen continua de un boreliano es boreliano, lo cual no
es correcto. La deteccién de este error dejaba abierto nuevamente el problema de la
conjetura de Baire y origind, en la escuela rusa del andlisis, la cual es presidida por Nicolds
Lusin, la incorporacion de la teoria de conjuntos analiticos, la cual dimensiona y expande
notoriamente las surgientes teorfas de conjuntos y de funciones.

Lusin y la conjetura de Baire

En Les ensembles analytiques (Lusin 1930), Lusin demuestra la validez de la conjetura de
Baire, a partir de los desarrollos de la teoria cantoriana de conjuntos. Para ello interpreta la
clasificacién de funciones de Baire en términos de jerarquia de conjuntos denominada por
él como las Clases de Baire -De La Vallée Poussin.

La clase inicial, representada por K, estd conformada por los subconjuntos de | (los
ndmeros irracionales) que se pueden ver como uniones de conjuntos de la forma (a,b) N |

o(a,»)NIl o (x,a)N1 con a y bEQ (nimeros racionales).

La clasificacion conjuntista corresponde a la siguiente jerarquia’:

Koo Ko Ky Kooy Koty K e @

5 Cadaclase K esta formada por subconjuntos del dominio fundamental l.
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Donde se dice que H €K, si no pertenece a alguna de las clases precedentes y H se
puede representar como el limite de conjuntos de las clases anteriores.

Al Lusin aceptar esta clasificacién de conjuntos, asume la segunda categoria existencial
presentada, es decir la aceptacién de los ordinales hasta de segunda clase, ya que los
subindices que maneja esta jerarquia abarca sélo estos ordinales sin llegar a asumir el primer
ordinal de la tercera clase representado como Q.

Esta segunda categoria de existencia es usada fuertemente por Lusin al momento de hacer
construcciones por recursion trasfinita. Tal es el caso de los teoremas:

Teorema. Sea E € K| bidimensional. Sea A=E N{(X,,y)/yE |} entonces la clase de

A es menor o igual que a , asumiendo A como un conjunto unidimensional.

Teorema. Existen elementos universales de todas las clases excepto de K _ .
La cuarta categoria existencial, denominada método de la diagonal de Cantor, es usada por
Lusin al final de la demostracién al definir el conjunto h = {(x,x)E 1% /(x,X)&E} , el cual
es necesario para demostrar que la proyeccién de h sobre el eje OX no se puede ver como
la interseccién de E con una recta vertical t =t .

Esta cuarta categoria la usa Lusin para una clase nueva de conjuntos llamados /os
conjuntos proyectivos. Normalmente en andlisis, esta categoria o método de demostracion es
usado para exhibir conjuntos que no pertenecen a un universo o clase determinada. Hereda
su nombre de la famosa demostracién de Cantor con la cual se prueba que el conjunto
de los nimeros reales no es numerable. Es una categoria existencial propia la teoria de
funciones, la topologia y el andlisis funcional.

La primera categoria existencial, como se ha planteado en el apartado anterior, la usa
Lusin al exhibir, de forma general, conjuntos de las primeras cinco clases. Cabe decir que la
primera categoria existencial es usada en todas las ramas de las matemdticas, la exhibicién
de un objeto como prueba de existencia no admite discusién ontoldgica, y de hecho seria
la forma ideal de demostracién en cualquier campo de las matemadticas.

La segunda categoria existencial, en la cual se acepta tinicamente la existencia de los
ordinales de la segunda clase es propia de la teoria de funciones. En el andlisis cldsico no se
necesita pues sus desarrollos no exigen una teoria de ordinales trasfinitos.

La tercera categoria existencial, referente a la aceptacion del axioma de eleccién, es en
la de mayor controversia en matemadticas debido a que no utiliza método recursivos, sino
que incorpora conjuntos a través de una funcién de eleccién, la cual debe asumirse como
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dada. El problema es que en diversos campos de las matemdticas, se obtiene resultados que
aplican distintas versiones o aplicaciones de este axioma.

De hecho, Lusin al mostrar una funcién que escapa de la clasificacién de Baire,
demostracién retomada de Lebesgue, acoge una version débil del axioma de eleccién, al
asumir que todo conjunto se puede poner en correspondencia biunivoca con un ordinal.

Conclusiones

Al final de su libro Conjuntos Analiticos, Lusin se declara partidario de una filosofia empirista
para las matematicas. Esta discusién habia sido planteada, de manera general, por Borel,
Baire y Lebesgue. Se trataba de incorporar un medio que permitiera caracterizar el tipo de
objetos y métodos que no dieran lugar a contradicciones. Por ejemplo Borel, plantea que
los razonamientos realizados sobre objetos no definidos son en si mismos inconsistentes.
Una buena definicién es aquella que se basa en las intuiciones bésicas de niimero entero y
continuo geométrico (Borel 1898a, p. 92).

Segin Borel, la generacién de sucesiones indefinidas tiene sentido si sigue el modelo
de los niimeros enteros, cuyo proceso de formacién sucesiva corresponde a un acto de
razonamiento propio de los humanos. Todo aquello que no se pueda interpretar bajo esta
consideracién queda por fuera de las matemdticas; tal es el caso de los ordinales trasfinitos
de la clase II, por cuanto no hay un proceso de formacién que dé cuenta de la totalidad de
ellos (Borel 1898a, p. 235).

Segtin Borel, son conjuntos bien definidos aquellos obtenidos por uniones finitas
o numerables y diferencias de intervalos. Corresponden actualmente a los borelianos o
conjuntos B-medibles, los cuales se clasifican segtin la jerarquia establecida por Baire, como
lo anotamos en el apartado anterior de este articulo.

Para caracterizar los conjuntos B-medibles, Borel utiliza recursién trasfinita: se supone
que la propiedad se cumple hasta un paso determinado y, con base a esto, se demuestra que
la propiedad se cumple para el siguiente nuevo paso (Borel 1898a, p.235). Segtin Borel esta
manera de demostrar propiedades constituye un proceso dialéctico de formacién que no da
lugar a una totalidad, sino que produce un proceso potencialmente infinito.

Jean Cavaillés observa que pueden emerger propiedades no inductivas, en el seno
mismo de la teoria de borelianos, como la presentada por Hausdorff y Alexandroff, segtin la
cual todo conjunto B-medible, no numerable, contiene un subconjunto perfecto (Cavaillés
1938). Para solucionar este problema, Lusin introduce la nocién de B-medible a través
de las funciones regulares, constituyendo el conjunto de los borealianos como un cuerpo
cerrado. Para ello es necesario considerar una categoria existencial diferente a la aceptada
por Borel, como el mismo Lusin lo resalta en Los Conjuntos Analiticos.

Si se admiten todos los conjuntos B medibles es necesario admitir los conjuntos
proyectivos como lo remarca con razén H. Lebesgue. Entonces si se quiere delimitar
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el andlisis matemdtico al estudio de seres bien acabados y las relaciones mutuas bien
determinadas, es necesario entonces retornar al punto de vista empirista, sacrificar algunos
conjuntos B medibles y también algunos irracionales (Lusin 1930, p.323).

Esto significa que para solucionar el problema planteado se presenta una disyuntiva:
se sacrifica una parte importante del andlisis cldsico o se permite la entrada de objetos
que atentan contra los principios existenciales intuicionistas. El problema se torna mds
complicado con la demostracién de los teoremas de existencia pura en los cuales se hace
uso del axioma de eleccién (Zermelo 1904)°.

La demostracién del teorema segtn el cual todo conjuntopuede ser bien ordenado,
desarrollada por Zermelo en 1904 (segunda version en 1908), despert6 la critica de Borel,
Baire y Lebesgue. Esta controversia se encuentra consignada en el documento \textit{Cinco
cartas acerca de la teoria de conjuntos} retomada en varias instacias. \footnote{\cite{BBLO05}}

Lebesgue tampoco acepté las demostraciones de existencia pura; considera que sélo es
posible demostrar la existencia de un objeto previamente definido.

Un objeto se define o se da cuando se ha pronunciado un nimero finito de palabras que
se aplican a este objeto, es decir cuando se ha nombrado una propiedad caracteristica del
objeto (Lebesgue 1905, p.205).

Es este el sentido de la funcién definida por Lebesgue que escapa a la jerarquia de Baire
y es la direccién en la cual define una teorfa de la medida que rebasa los requerimientos
existenciales de Borel; para ello se basa en la aceptacién de los trasfinitos de clase II como
una totalidad y del método de la diagonal’. Esa concepcién de existencia lo lleva a rechazar
los conjuntos no medibles (en el sentido de Lebesgue) como el ejemplo propuesto por
Giuseppe Vitali en 1905:

iEn cuanto a la cuestién de la existencia de conjuntos no medibles, apenas si ha ganado
progreso después de la edicién de este libro. Sin embargo, esta existencia es cierta para
aquellos que admiten un cierto modo de razonamiento basado en el llamado axioma de
Zermelo. Por este razonamiento, se llega en efecto a esta conclusién: existen conjuntos
no medibles; pero esta afirmacién no deberia ser considerada como contradictoria si se
llega a mostrar que jamds ningtin hombre podrd nombrar un conjunto no medible! ®

Lusin no acoge la version mds fuerte del axioma de eleccién. Para él, los conjuntos
obtenidos a través de este axioma, no definen objetos completamente acabados, sino que
se trata de virtualidades, sin existencia en si. Este es el caso de los conjuntos proyectivos,

6 Para mayor claridad al respecto ver (Moore 1982).

7 Lanocion de medida en el sentido de Lebesgue es una extension de la medida de Borel. Como dice
el mismo Borel: “estos son los conjuntos (los Lebesgue medibles) que se obtienen adjuntando a un
conjunto bien definido (boreliano de medida no nula) una porcién arbitraria de un conjunto bien
definido de medida nula” (Borel 1898b, p. 241).

8 Tomado de (Pier 1996).
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incorporados por Lusin en el capitulo cinco de Los Conjuntos Analiticos. Para Lusin,
el problema de existencia en matemadticas, carece de salidas absolutas y se dirime en la
actividad matemdtica misma. Por ejemplo, en el caso de los conjuntos proyectivos Lusin

plantea dos posibilidades:

O Bien los estudios posteriores conducirdn un dia a las relaciones precisas entre
conjuntos proyectivos, de modo que se tengan la solucién completa los problemas
relativos a la medida, categoria, potencia de estos conjuntos. A partir de este momento,
los conjuntos proyectivos habrdn conquistado la ciudadania matemdtica, al mismo
nivel que los problemas mds cldsicos de los conjuntos B medibles.

O bien los problemas indicados sobre conjuntos proyectivos se quedardn sin solucién
aumentando la cantidad de problemas nuevos tan naturales como inabordables. De
ese caso es claro que habrd que reformar nuestras ideas sobre el continuo aritmético

(Lusin 1930, p.324).

Actualmente la teoria descriptiva de conjuntos es una de las ramas mds productivas de
la teoria de conjuntos con aplicaciones a la topologia, la 16gica matemadtica (teorfa de la
recursividad), la combinatoria, el andlisis funcional y la teorfa de grupos. Entre los muchas

publicaciones podemos citar: (Sierpinski 1950), (Sion 1961) y (Stone 1962).
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