14

J. F. Cogollos Santamans

H-SEMIGRUPOS ABELIANOS



La teoria de semigrupos topologicos tuvo su inicio en el afio 1928
con una publicacion de Suschkewitsch que estudié la estructura de
los semigrupos finitos simples; a partir de entonces con los traba- -
jos de Wallance, Schwartz, Xoch, Kimura, etc. que por primera vez
se dieron cuenta de la existencia de subgrupos maximales, se dio un
gran avance en el estudio de la teoria de semigrupos.

La estructura topolégica de un semigrupo es muy importante,
esto se puso en evidencia cuando Ellis demostré que un semigrupo
topolégico localmente compacto con estructura de grupo es un gru-
po topolégico, resultado generalizado por Mostert.

Con esta base se empezd a estudiar la estructura de todo tipo
de semigrupos topolégicos. La dificultad estriba en que cualquier
espacio topolégico localmente compacto puede ser convertido en se-
migrupo topolégico definiendo una multiplicacién convenientemen-
te. Por -eso hasta ahora s6lo algunos tipos especiales de semigrupos
han sido estudiados satisfactoriamente, como por ejemplo los semi-
grupo compactos, los totalmente ordenados, etc. :

Freudental estudié los grupos localmente compactos separables
que podian ser compactificados afiadiendo dos puntos de acumula-
cion, y demostré que esos grupos eran producto del grupo de los
numeros reales y de un grupo compacto.

Si en estos grupos estudiados por Freudental se hace de uno de
los puntos un cero, tendremos un semigrupo cuyo complemento es
compacto (un punto).

Hoffmann generaliz6 los resultados de Freudental y estudio los
semigrupos topolégicos que contenian un grupo maximal denso cuyo
complemento es un conjunto compacto y los clasificé completamente.

En este trabajo se da una nueva prueba, muy sencilla, del teo-
rema de estructura de los semigrupos topoldgicos abelianos de este
tipo.

He procurado en la demostracién, usar un minimo de conoci-
mientos de la teoria de semigrupos topoldgicos, muchos de los resul-
tados son de un trabajo que realicé en la Universidad de Amsterdam
con la profesora Dra. Paalman de Miranda.

Castellon, mayo 1977.
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Un Semigrupo Topolégico es un conjunto S, junto con una fun-
cion continua (.) S X S — S tal que:

— S es un espacio de Hausdorff
— (.) es asociativa

Un Subsemigrupo de S es un conJunto no vacio J « S tal que
Jz < J.

Un conjunto no vacio G es un subgrupo de S si es subgrupo al-
gebraico de S ie g G = G g = G para todo g € G (un subgrupo
de S no es necesariamente un grupo topolégico).

.

Ejemplos:

a) El intervalo cerrado [0, 1] con multiplicacion y topologia
usuales

b) [0, %[ es un subsemigrupo del anterior

¢) {0} y {1] son subgrupos.

. Diremos que un semigrupo topolégico S es un D-Semigrupo si
S es localmente compacto y contiene un subgrupo maximal denso
(de ahora en adelante notaremos por G al subgrupo maximal den-
so de S).

Nota: La identidad (elemento neutro) de G es la identidad de S:
Si x € 8 como G = S existird una red {x};i¢ztal que x = lim
i1l
X; = 11m (%, €e) = (hm X) e = X e = e X. (por la continuidad de 1a
icr i€l
multiplicaciéon).
—De ahora en adelante llamaremos 1 a la identidad de G.

Diremos que un D-semigrupo es un H-semigrupo siB = S — G es
un subconjunto compacto de S.

Ejemplos:

a) El conjunto de los niimeros reales no negativos con multi-
plicacion y topologia ordinaria. (es isomorfo a (R, +) junto con el
infinito).

b) {(*)*inez U {0} con multiplicacién y topologia ordinarias.

Llamaremos Ry Z al grupo (+) de los reales y de los enteros
respectlvamente

Lema I [1] Si S es un H-semigrupo tanto G como B son
grupos topolégicos.
Prueba: a) Veamos que G es grupo topoldgico:
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Como B es compacto G = S — B es abierto y como un subcon-
junto abierto de un espacio localmente compacto es localmente com-
pacto, G es loc. compacto, y por un Teorema de Ellis [2] sabemos
que todo semigrupo topolégico localmente compacto con estructura
de grupo es un grupo topologico.

b) Como B es compacto por el teorema de Ellis s6lo habra que .
que demostrar que B tiene estructura de grupo.

b) G.BcByB.GcB. .

Si no fuera asi existirian g,, g, € Gy b € B tales que g, b = g,
pero entonces b = g,71 g, € G.

b,) S.Bc B.

Sea s €8, be€B; s =Ilm givpara ciertos g; € G pues G es
i€l
i

m

denso considero la red | g; b | ;1 , como estos son elementos de
ByBes comp. existen I’ ¢ I y b, € B tales que:
lim (g; P) = b, €B y sb = Db, € B.
ieY
b,) Por lo anterior sabemos que la multiplicacion es cerrada;
faltard ver que todo elemento de B tiene inverso.
Sean a, b, € B; existe un conjunto de indices I tal que
b = 1lim g, con g, € G.
i€l
Como a g;* € B para todo i € I y B es compacto existe I' < I

tal que existe el limite lim a g, = x € B, luego la ecuacién ax = b
ieT

tiene solucién, y por teoria de grupos sabemos que B tiene estruc-

tura de grupo.

Si B es un ideal de un semigrupo (B S «c By S B c B) el
Cociente de Rees S/B es €l conjunto S-B junto con un elemento
“z>” y multiplicacién definida por:

ab=ab si a,b,a b € S-B
ab =z siab€é€Boa=2z0 b=h

Bs facil ver que si B es un ideal compacto de S, S/B tiene es-
tructura de semigrupo topologico, dandole a S-B la topologia co-
ciente resultante de identificar todos los puntos de B con el punto z.

Lema II

Sea S un H-semigrupo, y A un entornode B (A oD B y A
abierto) entonces existe un subsemigrupo abierto de S, J, tal que

J es compactoy J o B y J ¢ A.
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Prueba:

Consideremos el cociente de Rees J/B, por ser localmente com-
pacto existe un conjunto abierto U < J/B con U compacto y
Uc A/B (A/B = (A-B) U {z}), por continuidad para todo g € U
existen entornos V, de g y W, de z tales que V, W, ¢ U ;
{V, : g € U} es un cubrimiento de U y éste es compacto, luego
existen g, ...... g, € U tales que:

-
LJ Ve, D U tomemos ahora W = ﬂ We, tenemos que:
WUCU y W c U, luego W2=WWCU y W =W2W cU ete.

Sea, U We y llamemos a este conjunto de S/B, J/B.
1

-— J/B es evidentemente abierto.

— J/B es un subsemigrupo de S/B, pues si x,y € J/B exis-
ten nm € Z tales que x € Wr, y € Wm y entonces
Xy € Weim = J/B.

Considerando ahora J = (J/B — {z}) U B, J es evidentemente
subgrupo de S que cumple las condiciones del lema.

Aceptaremos sin demostraciéon los siguientes hechos conocidos:

Sir() =1{eg g8, ...}
a) Sea G un grupo topolégico, I (8) <« G o es compacto 0 es
discreto [3].

b) Sea S un semigrupo topolégico, si ' (g) es compacto en-
tonces conitene a un idempotente. (i.e. X x = x) [4], [6].

Teorema I

Sea S un H-semigrupo; si o (8) = S U {w} es la compactifi-
cacién con un punto de S con la Topologia de Alexandrof y defi-
nimos en S* una multiplicacion: 8* = o« (8) — B

gg =g g sig y g pertenecen a G
Xy = w six=woy=

En estas condiciones S* tiene estructura de H-semigrupo.
Observacion: De ahora en adelante llamaremos z al elemento
neutro de B.
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Demostracion.

— 8* es evidentemente un semigrupo algebraico.

— 8* es localmente compacto, pues S es abierto en « (8) que
es un conjunto compacto de Hausford.

— Faltara, para demostrar que S* es un H-semigrupo, demos-
trar que la multiplicacién es continua, pues evidentemente, G es
un subgrupo denso de S*.

Si gy ¢ pertenecen a G la multiplicacién es claramente con-
tinua.

Si no es el caso, tendremos que demostrar que la multiplicacion
es continua en (gw), g €G; en (wg), g€ G y en (W,w).

Demostraremos el ultimo caso.

Sea =(w) un entorno de w, lo tomaremos de la forma S-K con
K compacto, K< S, K o B.

— K-B es un conjunto cerrado de G pues cualquier ultrafiltro
contenido en K-B converge en S a un punto de K luego no con-
verge en G a un punto de G-(K-B).

— (K-B)~* = {g € G / g € K-B} es cerrado en G por ser G
un grupo topologico (continuidad).

— (K-B)-* es cerrado en S:
Supongamos que no sea cierto, sea {a;™* by ic1® € K-B una red con

un conjunto de indices I y talque lima;-* =b €B ¥ b € (K- K-B)-1.
i€l

Como por ser K compacto en G existe una subred de la ante-
rior {a;} ¢y 1 que converge a un punto s € K < 8.
Si s€G:
}ien; a, =8 y como por continuidad en G>,
1 o .
lim a;-*=s'y s*€B
ier
resulta que lim a;~* ¢ B.
ig1
Y si 8 € B por continuidad,
1 =1m a;a-!=1lim a lim g1 =DbscB.
ier ier ier
Y en ambos casos tenemos una contradiccion
- 8-(K-B)-1 es abierto en S y B < S-(K-B) ! por lo visto an-
teriormente.
— En estas condiciones aplicando el Lema II al entorno de B,
= (8 — (K-B) -1) — {1} existe un subsemigrupo abierto J tal
que:
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i) BcJc (S— (XK-B)-1) — {1}
il) J es compacto y 1 € J.

Sea J, = J — B, J, es un subconjunto abierto de G, luego por
continuidad J,' es abierto en G, y como G < S, J,7! es abierto
en S.

— Sea ahora V = J,-* U {w/!, vamos a demostrar:

a) V es un entorno de w
b) 2ca(S) —K

a) V es un entorno de w.

Como o (8) — V = S — J,-! es un conjunto cerrado de S, es
cerrado en o (S) 6 w es un punto de acumulacién de « (S) — V.
si esto fuera asi, existiria una red:

falict, a; € 8 — J,-1, a; € J tal que }iénl a, = w, como « (S)

i
es compacto, existe d € « (S) tal que:
d€fa"jer |

Como a;€J,!, a;*€J luego d¢B, si d€ G séque
di- € G y por continuidad d-' seria un punto de acumulacién de
la red f{a;} ig1 Dero esto es imposible pues

lim a; = w.
i€r

Luego d = w.

Tomandq subrredes podemos suponer que existe una red | a, | ier
tal que:

lim a; = lim a;-! = w, pero esto es imposible pues si g € G,
iel i€l
¢ € 1, construyo I (&) = [ & & 1, como I (&) < J por
ser 'J un subsemigrupo I' (g) es compacto vy debe contener un
idempotente, luego:

z€l (g) y lim gr = z (el neutro de B).

n— oo
Para todo i€ I, sean m;, n; los minimos enteros tales gque
2;,g% €J y gm a-! €J entonces
2,8 €] —Jg vy gna €T —gd

Veamos que no existe una subrred {m,} iero1 tal que ests
acotada; si existiera habria una subrred de la anterior tal que
{mi} jepcre1 ¥ M = m para todo i€ I, luego {a; g»}; ¢y tie-
ne un punto de acumulacion, sea x, ya que J — J g es compacto,
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pero esto implica que x g-= es un punto de acumulacién de {a; g™
g™} jer = {&{ jg ¥ esto es una contradiccion.

De forma similar podriamos demostrar que no existe ninguna.
subrred de {n;}ic1que esté acotada.

Como J — J g v J — g J son subconjuntos compactos de S,

(FT—gJ xJ—Jg) es un subconjunto compacto de 8 x S luego:
existe un punto (a, b) € 8 X S‘ ¥ una subrred tal que: '

fgm e, a; 8™ jepr ¥

lim (g= a;-*, a; g™) = (a,b) pero como

ieT” B B

(ab) € (J —gJ x I — T g) esto nos lleva a una confra--
diccién pues

lim gne gy = lim govtmy = z2€B y

i€l i€l
lim gr'my = lim g gt . lim g, g% = a b ¢ B porque
i€l i€l ig1

BN(J—gJ)=¢ yBNIT—Tg) = ¢

Luego o (8) — V es cerrado en o (S) y como o (S) es com-
pacto y de Hausdorf o (8) — V es compacto, luego V es un en-
torno de w.

b) Veamos ahora que V.V c o (8) — K.
Si v,, v, €V; v,, v, # W tenemos que vV, Vv, € J,7! pues:
Vi LV, Ed, Y VL,V = (VL) € T,
Siv, 6 v, son w, v, v, = W€ V.
Y el teorema estd demostrado.

Lema IIT[1]

Si S es un H-semigrupo y;
S, ={s€8/werl(s)}
S, ={g€G /T (g8) escompactoy I' (g) < G}
S, =i{geG/ T®cGy I (g) es discreto |

entonces:

S, U S, es compacto

S, U S, U {wl! es compacto
S, es compacto

S, es abierto en S

S, U {w] es abierto en S*.
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Prueba:

Por ser B compacto S, U S, ={ s € S/ I" (s) es compacto}
‘probaremos que S, U S, es compacto viendo que es cerrado en
‘@ (8) ya que o (S) es compacto.

Sea {a;ljc1 una red en 8, U S, convergiendo a

b€a(8) —(85,U8S,)=8U{w}.

Consideremos las redes:

fa; /1€l ——> D
fa?/ 1€ Il —— bo
fa?/ 1 €I} —— b’
Por continuidad esas redes convergen a
b, bz, b, ...

Como b € 8, esto implica que w € [" (b),
‘Iuego sea J* un subsemigrupo de S* tal que es abierto,
1¢J* y w€ J* (que sabemos existe por Teorema I y Lema II),
luego existe un n € Z tal que br € J, como J es abierto existe
J €I tal que am € J, y tomando J compacto, se deduce que
‘'w €I (a;7) (recordar que I' (a;») debe contener a un idempotente
-en estas condiciones). ‘

Como I (a;) o I (a;) esto implica que w € " (a;), pero esto es
-absurdo pues T (a;) es compactoc en S luego lo es en o (8).

De forma similar, usando el Teorema I, podriamos demostrar
-que S, U 8, U {w} es compacto.

De los dos apartados anteriores se deduce que S, es abierto en
S, que S, U {w]| es ablerto en S*, y que el conjunto S, es
compacto.

Lema IV (estructura de Q)

Sea 8 un H-semigrupo abeliano, sea G el subgrupo denso ma-
‘Ximal de S:

Entonces G es isomorfo a R X C o0a Z x C, siendo C un
‘grupo compacto, R el grupo de los nimeros reales y Z el grupo
-de los numeros enteros (ambos con la ley de composicion -+).

Prueba:

Veamos que G es compactamente generado.

Sea J un subsemigrupo abierto de S con clausura compacta
tal que J o B. :
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Sea g €J, g €G con lim gr = z (neutro de B)
Ny 00

hemos visto que: lim g» = w en o« (S), luego para todo
N->oc

a € G existe un n € N tal que gr.a € J.

Sea n, el minimo numero natural tal que g" a € J para
todo n = no.

De gwa €J —Jg(n, es minimo)
se deduce que a €@ — J g) g% Yy como

T —Jg es compacto
G=|_ |T—7Jg g.
neEz

Luego el grupo maximal denso G es localmente compacto y es .
compactamente generado, en esas condiciones podemos aplicar el toe-
rema de estructura de grupos abelianos [5 , p389]

luego G>~Rx 2™ x C..

En donde R es el grupo aditivo de los nameros reales, Z el gru-
po aditivo de los nimeros enteros y C un grupo compacto.

a) Sea e € C el neutro de C y € el de Z™, sea
G’ = Re x {e'} x {e], claramente la clausura en S de G’ es un
H-semigrupo.

Podemos suponer pues (tomado el cociente de Rees) que
Re U {z} es un H-semigrupo.

Veamos que en estas condiciones n = 1 :

R = (S. — {z}) US,US, v 8, = (000,.,0)

por el lema sabemos que S. — {z{ y S, son subconjuntos abier
tos de Rr pero esto implica que : .

Rr — (0,0, ......... , 0) no seria conexo, pero esto s6lo es posible
sin<il1.

b) Si e’ es el neutrode R y e el de C,
G = {e'} x Zm x {e] es un subgrupo de G y su clausura en
S es un H-semigrupo, como antes podemos suponer que:

Zm \J {z} es un H-semigrupo.

Sim=2y,; z € [ (1,0,0,......... ,0)
‘ z €T (0,1,0,......... ,0)
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en o« (ZU {z]) w €T (—1,0,0,......,0)
w € I (0,—1,0,......,0)

Entonces como si :

z €T (1,—1,0,...... ,0) y
A es un entorno de z, el conjunto
A' = {x€Zm /X = (ab,e,..,d) ¥ (—b-—a.ec,...... d) €EALU jwi
es un entorno de w, se deduce que:
’ w €T (1,—1,0,0,...... ,0) v esto es una contra-
diccién. Luego m < 1.

¢) De lo visto anteriormente se deduce que
GxxRXZn xC n<lym<i1

y por el mismo razonamiento que antes se tiene; que si n = 1,
m=1R X Z X {e}{ es un subgrupo de G y su clausura en S
sera un H-semigrupo, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que (R X Z x {e{) U {z} = 8 y que su compactificacion es « (8) =
= (R X Z x e U {z} U {w}, este es un espacio conexo y
ax(S) — 8, = « (8) — (e”, ¢, ) también es conexo, como S. ¥y
S, U {w}] son conjuntos abiertos y cerrados en o« (S) — S,, ya
que son abiertos por el Lema II y cerrados porque como S, U {w}
es abierto en o (S), su complementario es cerrado en « (8) y S, =
(x(8) — (8, U {w})) — S, es cerrado en « (S) — S,.

Luego o (S) — 8, no seria conexo y esto es una contradiccion.
(Ver figura explicativa de la demostracién).

Para no tener esta contradiccion tendrd que ser n = 0 6 m = @
luego G>~R X C 6 G=~R x C, y esto finaliza 1a demostracion
del lema. ‘

(0,1}

*r

S I(o,omﬂ) n,9
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Lema V: Estructura de B[1]

Si S es un H-semigrupo abeliano, entonces B es el producto
de dos subgrupos de B = A . N en donde:

A) — Si 1 y z pertenece a la misma compoﬁente conexa A es
un subgrupo solenoidal compacto de B y A~ R N B.

— 8i 1 y z no pertenecen a la misma componente conexa A es
un subgrupo mondégeno compacto de B y como antes A Z N B.

B) Si ¢: C-—— B, ¢ es un hemomorfismo y N es iso-

¢ —> %t
morfo a C/ker ¢.

Prueba.:

A) Si z es el elemento neutro de B, por el lema anterior
sabemos que G~ M X C en donde M~R 0 M ~ Z y como por
Lema I, B es un ideal, podemos escribir:

z.G = (zM) .(zC) c B pues consideramos M y C como
subgrupos de G, G = M . C.

Por ser ‘G denso en S, z G es denso en B, puessib € B y
b=1limg,gcG=1m (zg) =b y zg €2z G luego z G = B,

icI i€l
y por continuidad podemos escribir:
zG = M) (ZC) = zMzC =zM (@ C = B.

SiM = Z, (z M) es un subgrupo monégeno compacto.
SiM = R, (z M) es un subgrupo solemnoidal compacto.

Probemos ahora que (z M) = B.N\ M.
Si x € (z M) existe una red {z m;}ier tal que lim (z m;) = x,
i€l
como M no es compacto existe un m € M talque z €[ (m) y
X € {m mijcr,neN
luego x €E BN M.

Inversamente si x € B N\ M, existe una red en M, { my }iGI" tal
que X = lim m;, como X € B:
ict
X =2zX =2zlim m = lim (zm), luego x € (z M).
i€t il
Ademas, observar que como M es conexo si y s6lo si M ~ R,
1 y z pertenecen a la misma componente conexa de S si y sb6lo
siM>~R. :
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B) Como ¢ : C —— B es un homomorfismo, pues z* = z
c ——> z¢
y es continuo (B es ideal minimal) ¢ (C) = z . C =~ C/ker ¢

Reuniendo la informacién de los lemas anteriores:

Teorema II

Si S esbun H-semigrupo abeliano, con subgrupo maximal den-
so G y frontera compacta B:

a) G es un subgrupo topolégico de S, B es un ideal y un sub-
grupo topolégico de S.

b) i)— 8i z (elemento neutro de B) y 1 (el. neutro de G)
no pertenecen a la misma componente conexa, G es isomorfo a
Z x C con C un grupo compacto y Z el grupo aditivo de los nu-
meros enteros, ademas B es isomorfo al producto de un grupo mo-
nogeno compacto A y del subgrupo compacto C z, el cual es
isomorfo a C/H con H = {c € C /cz = z}.

ii)— Si 2z y 1 pertenecen a la misma componente co-
nexa, G es isomorfo a R X C con C un grupo compacto y R el
grupo aditivo de los ntumeros reales, ademés B es isomorfo al pro-
ducto de un grupo solenocidal compacto A y del grupo compacto
C z €l cual es isomorfo a C/H siendo H,

H={c€C/cz=2zl.
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