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L’obra matematica d’Evarist Giné

VLADIMIR KOLTCHINSKII, RICHARD NICKL, SARA VAN DE GEER I JON A. WELLNER

Resum: En aquest article es fa un repas de les contribucions de I’Evarist Giné a la
teoria moderna de la probabilitat i de 'estadistica matematica en un context infinitodi-
mensional. Les seccions corresponen a les arees en les quals va tenir una participacioé
meés significativa: probabilitat en espais de Banach, processos empirics, el bootstrap,
U-estadistics i U-processos, i estadistica matematica. Es fa émfasi a 'impuls que la
seva obra ha donat a la teoria actual de la probabilitat, I’estadistica matematica i també
a 'aprenentatge automatic (machine learning). A més conté un resum biografic i la
llista completa de les seves publicacions. Ha esta escrit en ocasi6 de la seva mort.

Paraules clau: probabilitats en espais de Banach, teorema del limit central, processos
empirics, bootstrap, U-estadistics, estimaci6 de densitats.

Classificacié MSC2010: 60B12, 60G15, 60E15, 62F40, 62G07.

1 Introduccio

Evarist Giné, o bé Evarist Giné-Masdéu (1944-2015), va ser un contribuidor
influent, brillant i prolific a la teoria moderna de la probabilitat i de 'estadistica
matematica, que es va centrar en els problemes que sorgeixen en un context
infinitodimensional. La seva obra ha tingut un impacte important en la teoria
moderna de la probabilitat, en ’estadistica matematica i, recentment, també en
I'aprenentatge automatic. Aquest article és un intent de descriure les aporta-
cions matematiques més rellevants d’Evarist Giné i ’hem dividit en diverses
seccions cadascuna de les quals es dedica a una area de treball significativa:
probabilitat en espais de Banach, processos empirics, el bootstrap, U -estadistics
i U-processos, i estadistica matematica. Al final de 1'article es pot trobar un
resum biografic i una llista de les publicacions d’Evarist Giné, incloent-hi els
seus quatre llibres.

Un aspecte que dona unitat a la major part de ’obra d’Evarist Giné és la
combinaci6 magistral de técniques d’analisi real i d’analisi funcional amb idees

La traducci6 d’aquest article de 'original en anglés ha estat feta pels editors del Butlleti i revisada
per Frederic Utzet.
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fonamentals de la teoria de la probabilitat: Evarist Giné tenia un coneixement
profund de les técniques analitiques, les quals aplicava sovint amb una sim-
plicitat molt enginyosa als problemes de probabilitat. Al mateix temps era
un probabilista versatil i de formaci6 classica que dominava diverses arees
centrals, des de teoremes limit i desigualtats per a sumes de variables aleatories
independents fins a processos gaussians i I'argumentacié amb martingales.

2 Els pilars basics de I'obra d’Evarist Giné

2.1 La tesi doctoral

Evarist Giné va escriure la seva tesi doctoral sota la direcci6é de Richard M. Dud-
ley al Massachusetts Institute of Technology (MIT). De la tesi en van sortir cinc
articles notables: dos dels quals [A1l, A5] van ser publicats als Annals of Proba-
bility i eren el resultat de la feina feta com a estudiant de postgrau. L'article [A1]
el va conduir cap a I’area que descrivim a la secci6 segiient, i 'article [A5] en col-
laboraci6 amb R. Klein establia propietats en el limit de la variaci6 quadratica
de processos amb increments gaussians, generalitzant resultats de Dudley [9]
per al moviment brownia.

Pero el tema principal de la tesi va ser la construccioé de tests estadistics
computables per a observacions que prenen valors en una varietat de Riemann
compacta, que va apareixer als Annals of Statistics 'any 1975 (vegeu [A4]).
L’editor que es va encarregar d’aquest article fonamental va ser Lucien Le Cam,
el qual va considerar que tenia un nivell matematic tan alt que 1'inic revisor
amb qui va poder pensar va ser Richard Dudley! Aquest article, de fet, va obrir
I'area d’estudi dels tests de Sobolev, que ha estat important des d’aleshores en
el camp de I'estadistica direccional, i va requerir el desenvolupament d’alguns
resultats matematics d’interés independent, com ara una prova del fet que una
bola de Sobolev definida sobre qualsevol varietat de Riemann compacta satisfa
el teorema del limit central empiric (i. e., és una classe de P-Donsker —vegeu
la subsecci6 2.3 per a més informacié—). En aquesta época la maquinaria dels
processos empirics generals no estava disponible encara, pero Evarist Giné se’n
va sortir amb una reducci6 intelligent del problema al teorema del limit central
a C(S) ('espai de les funcions continues sobre un espai meétric compacte S)
fent servir la teoria de la dualitat per als espais de Sobolev. La tesi també
requeria la prova d’algunes identitats en analisi geomeétrica les quals van ser
publicades en un article separat [A3] i van portar Evarist Giné a publicar un
article genuinament aplicat [A2], que va apareixer al Journal of Geology. Es pot
dir, sens dubte, que aquesta tesi va ser absolutament excepcional pel seu abast
i per la seva profunditat.

2.2 Probabilitat en espais de Banach

Partint de I'article [A1] que era part de la seva tesi, Evarist Giné es va endinsar
en un dels problemes candents de la teoria de la probabilitat dels anys setanta:
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la formulacio dels teoremes classics del limit per a sumes X", X; de variables
aleatories centrades, independents i idénticament distribuides X; que prenen
valors en un espai de Banach B de dimensi6 infinita. Per exemple, el teorema
del limit central (TLC): per a una variable aleatoria gaussiana adequada G que
pren valors a B hom vol provar el teorema de limit distribucional

1 < J

el . = oo

N lzzl X;-*G quan n )

Mentre que per a espais de dimensio finita una condici6 necessaria i suficient
per a la validesa del TLC és que E|/X;]|% sigui finita, en espais de dimensio
infinita no és aixi i les propietats geomeétriques de I'espai de Banach entren
en joc d'una manera essencial. Les tecniques matematiques desenvolupades en
aquesta area durant aquest periode van ser fonamentals per a molts camps
de les matematiques actuals, com ara I’analisi funcional geometrica, la concen-
tracio de mesures, ’aprenentatge estadistic (statistical learning) o I’estadistica
matematica.

Les contribucions d’Evarist Giné en aquesta area van ser substancials; van
donar lloc a uns vint articles i van culminar en el seu primer llibre, The Central
Limit Theorem for Real and Banach Valued Random Variables, publicat el 1980.
El seu treball en aquest camp, que el va dur a terme en collaboracié amb
diversos coautors, entre els quals Alejandro de Acosta, Aloisio Araujo i Joel
Zinn, inclou la formula de Lévy-Khintchine per a lleis infinitament divisibles en
espais de Banach i caracteritzacions del domini d’atraccié d'una llei normal en
espais de Banach [A9, A12], aixi com teoremes de convergéncia de moments
en el TLC en espais de Banach [A13] i el TLC per a alguns espais de funcions
especifics [A7, A15, A20, A27, A33].

Una aplicacio elegant d’aquests metodes a la teoria de conjunts aleatoris
(vegeu [17, 25]) apareix a I'article [A31] escrit en collaboraci6 amb Marjorie
Hahn i Joel Zinn: si B és un espai de Banach separable, podem considerar el
conjunt K (B) de tots els subconjunts de B compactes i no buits, el qual és
un espai metric complet respecte de la distancia de Hausdorff 6. A més, la
suma de Minkowski és una operacié ben definida a K(B) i podem fins i tot
definir una norma posant ||Al| = sup{|lallpg : a € A}. Un conjunt compacte
aleatori és qualsevol variable aleatoria boreliana X que pren valors a K(B), i
la seva esperanca EX es pot definir en el sentit de Bochner. Fent servir una
reduccié molt intelligent al TLC per a C(S) amb una eleccié adequada de S,
a l’article [A31] es prova el teorema del limit central per a conjunts aleatoris:
per exemple, si B = R4, E||X|| < « i si els X; son conjunts compactes aleatoris
independents i idénticament distribuits, llavors

N (1 i Xi,EX>
nia

convergeix en distribuci6 cap a una determinada norma d’un procés gaussia.
Aixi mateix es prova un resultat per al cas que B té dimensio infinita.
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2.3 Processos empirics

Les tecniques per a l'estudi de la probabilitat en espais de Banach es van
desenvolupar principalment per a espais separables, la qual cosa és molt
raonable perque les distribucions de probabilitat en espais meétrics complets per
forca tenen la seva massa concentrada essencialment en conjunts compactes
(i. e. sbn mesures de Radon). Al mateix temps, un problema clau que era obert al
final dels anys setanta era el teorema del limit central per a processos empirics
indexats per classes abstractes F de funcions f: S — R, on S és un espai
mostral arbitrari en el qual variables aleatories independents i idénticament
distribuides X3, ..., X, amb llei P prenen els seus valors.

La mesura empirica P,, := n~1 Z;‘:l Ox; és un estimador natural de la llei
desconeguda P i és important saber com de proximes estan les mitjanes mos-
trals P, f = n~! 37, f(X;) de les mitjanes reals P f = Ef(X), uniformement
sobre una classe gran F de funcions f. Al final dels anys seixanta i principi
dels setanta, Vapnik i Chervonenkis, motivats per aplicacions a la teoria esta-
distica del reconeixement de patrons (una part del que avui en dia es coneix
per teoria de I'aprenentatge estadistic), van obtenir condicions necessaries i
suficients, sorprenents per a la llei uniforme dels grans niimeros per a mesures
empiriques (el problema de Glivenko-Cantelli)

sup |P,f —Pf|l -0 quan n — o q.S.
fer

enelcas que F = {Ic: C € C}, on C és una classe de subconjunts mesurables
de S. Més tard van estendre aquests resultats a classes de funcions uniforme-
ment acotades [36]. Tanmateix, I’extensio del famos «teorema de Donsker»,
és a dir, el teorema del limit central per a processos empirics classics sobre
la recta, al mateix context general es mantenia oberta. En notaci6 actual els
processos empirics generals s’escriuen

— — nl/2 _ -
f=vu(f) =nt'2(P,f - Pf) Nd

i la questi6 és saber si v, convergeix cap a un procés gaussia (Gp(f): f € F)
uniformement en f € F. Toti que a primera vista sembla que es tracta d'un
problema molt abstracte, les técniques que es necessiten per resoldre’l han
tingut un impacte molt fort en la teoria actual de I'estadistica i en la teoria
de I'aprenentatge. En un article fonamental [10], Dudley va estudiar aquest
tipus de teoremes limit, i va mostrar que fins i tot en el cas més senzill en el
qual ¥ esta formada per indicadors d’una classe C de subconjunts de I'’espai
euclidia, es requereixen tecniques molt diferents de les que s’utilitzen en
probabilitats en espais de Banach. Aixo és degut en part al fet que els processos
empirics generalment no es concentren en algun espai de Banach de funcions
continues (per a alguna metrica) sobre F —només cal pensar, per exemple,
en la funcio de distribucié empirica F = {1(—oy] 1 t € R4} — i que, com a
conseqiiéncia, I’espai de Banach £ (F) de les funcions acotades sobre F en el

LS (X0 -Ef X)), feT,
i=1
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qual les v,, prenen valors no és possible. Dudley [10] va estudiar el teorema del
limit central per a processos empirics indexats per una classe de conjunts C
ila va anomenar una classe de Donsker per ala llei P de X1,..., X, siel TLC
era cert per a la classe. Va establir condicions suficients per a la propietat
de Donsker en termes de ’entropia meétrica amb bracketing de C i va provar
que les classes de conjunts de Vapnik-Chervonenkis (una nocié que també va
introduir Dudley) eren classes de Donsker per a qualsevol llei P que compleixi
només unes condicions de mesurabilitat adequades.

Després de la contribuci6 decisiva de Dudley, V. Koltchinskii [18] va donar
un conjunt molt util de condicions suficients per a la validesa del TLC per a
processos empirics en termes d’entropies aleatories de classes de funcions i
D. Pollard [31] va fer el mateix en termes de les entropies uniformes. Le Cam [19]
va obtenir condicions suficients per al TLC en classes de conjunts en termes
d’entropies aleatories.

Aquestes condicions eren d'un tipus semblant a les que van donar Vapnik i
Chervonenkis per a les lleis dels grans niimeros. Les proves d’aquests resultats
es basaven en el que avui s’anomenen desigualtats de simetritzacio per a les
probabilitats de les cues. Un argument de condicionament permetia reduir
les cotes per a les normes del suprem dels processos empirics a cotes per a
un procés subgaussia (condicionadament a Xi,...,X;) del tipus segiient: F >
f=n"t37 1 € f (X)), onles {&;} son variables aleatories de Rademacher inde-
pendents i idénticament distribuides i independents de les {X;}. Aquest procés
subgaussia (que actualment s’anomena procés de Rademacher) estava controlat
per les entropies de conjunts aleatoris {(f(X1),...,f(Xn)) : f€F}CR™

L’entrada d’Evarist Giné a 'escenari dels processos empirics no podia haver
estat més impressionant: va ser a través d’un article de setanta pagines [A34]
publicat per invitacié dels Annals of Probability el 1984 i escrit conjuntament
amb Joel Zinn. En aquest article no només van provar resultats molt definitius
per al TLC per a processos empirics, siné que també van introduir técniques
noves i potents en aquesta area i van desenvolupar fins a la perfecci6 les
técniques fetes servir anteriorment. En particular, el métode de simetritzacio
utilitzat per Koltchinskii [18], Pollard [31] i Le Cam [19] va aconseguir la seva
versi6 definitiva gracies a les dues magnifiques desigualtats de simetritzacio
de Giné-Zinn que es fan servir des d’aleshores, i la reduccié de I'acotaci6 del
procés empiric a I’acotacié del procés de Rademacher va ser estudiada en tota
la seva extensi6. A més a més, aquesta técnica la van combinar amb altres
eines de la teoria de probabilitats en espais de Banach, com ara la desigualtat
del multiplicador deguda a Pisier, i I'article va establir connexions entre la
teoria emergent dels processos empirics i un cos extens de literatura sobre
probabilitats en espais de Banach. La idea de la simetritzaci6 gaussiana o bé
de Rademacher via la desigualtat del multiplicador de Pisier va tenir un paper
important en el treball posterior de Giné, també en collaboracié amb Zinn,
sobre el bootstrap per a processos empirics (vegeu la subsecci6 2.4).

Resultats especifics notables de I’article de Giné i Zinn del 1984 contenen
les versions finals sobre les condicions d’entropia aleatoria per al teorema
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del limit central per a processos empirics, la demostracié de la necessitat
d’aquestes condicions per a classes de conjunts (la necessitat de les condicions
en termes dels nameros shattering de Vapnik-Chervonenkis va ser provada més
tard per Talagrand) i I’extensi6é de la condicié necessaria i suficient de Vapnik-
Chervonenkis per a la llei dels grans niimeros (teorema de Glivenko-Cantelli)
en el cas de classes de funcions no acotades.

Un altre resultat profund i bonic que Evarist Giné va obtenir en el camp dels
processos empirics és la caracteritzacié gaussiana de les classes de Donsker
uniformes. Una altra vegada, en un article publicat amb Joel Zinn als Annals of
Probability [A56], va posar la qliestio: quan és que el TLC per a un procés empi-
ric val uniformement respecte de la distribucié P de les X;?, més precisament,
si B és una metrica per a la convergeéncia feble a £°(‘F) i G el procés gaussia
limit, quan és cert que

supB(vF,Gp) -~ 0 quan n — o,
P

on el suprem es pren sobre totes les mesures de probabilitat a P? Un resultat
d’aquest tipus té una importancia clau per a la interpretaci6 estadistica del
TLC, atés que en les aplicacions tipiques es fa servir per a deduir propietats
desconegudes de P i, per tant, no hauria de ser necessari cap coneixement
a priori de P per a la seva validesa. Essencialment és una pregunta sobre
I’estructura de la classe F, i es diu que F és una classe de Donsker uniforme
si el limit anterior es compleix. El resultat sorprenent de [A56] és que una
condicié necessaria i suficient per a la propietat de Donsker uniforme és que
el limit Gp sigui pregaussia uniforme en P (i aix0 significa que la continuitat
mostral del procés gaussia Gp respecte del seu argument f € F per ala métrica
de la covariancia intrinseca sigui uniforme en P). En conseqiiéncia, el fet que
una classe F sigui una classe de Donsker uniforme és un problema que es
pot decidir completament en termes de propietats de processos gaussians,
en contrast notable amb el buit que d’altra banda hi ha entre la propietat
de Donsker i les propietats de processos pregaussians. Si tal com sembla un
dels objectius principals de la feina d’Evarist Giné en la teoria dels processos
empirics era establir connexions importants entre els processos empirics i els
(sub)gaussians, el resultat que hem comentat es pot considerar com un punt
culminant del seu programa.

2.4 El bootstrap

Una idea fonamental en estadistica, deguda a Efron [12], és el metode de
repeticié del mostreig conegut per bootstrap. Es pot fer servir per a inferén-
cies i conjunts de confianca en situacions en les quals les distribucions limit
existeixen pero no sén accessibles (perque sén complicades o bé depenen
de parametres desconeguts). Aixo es pot illustrar en el cas que Xi,...,X;,
son variables aleatories independents i idénticament distribuides de llei P
amb mitjana u. Llavors podem fer una extraccié a 'atzar dels valors mostrals
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per tal de crear una mostra bootstrap: siguin Xﬁi, i=1,...,n, extraccions
independents i idénticament distribuides de la variable aleatoria X2 amb llei
lP’n(X,Z =X;))=1/nperai=1,...,n.5i X, = %Zln:l és la mitjana mostral i
Xb = Ls% Xt éslamitjana dels valors remostrejats, llavors la idea és que
la distribuci6 de X,IZ — X, (coneguda, donades les X;) és independent de la
distribucioé de X, — u (desconeguda). Per tant, a I'’hora de calcular quantils per
a I'ultima distribucio, podem recorrer a calcular (aproximadament) quantils
per a la primera.

El fet que el que acabem de dir sigui correcte en moltes situacions esta
lligat basicament al teorema del limit central, i Evarist Giné (juntament amb
Joel Zinn) va fer diverses contribucions substancials en aquest camp, entre
les quals [A47], on es prova la necessitat de les condicions suficients trobades
per Bickel i Freedman [3] i es dona un TLC bootstrap general per a processos
empirics, que de fet resol completament la qiiestié de la «consisténcia» del
bootstrap (no parametric). El resultat principal publicat 'any 1990 als Annals
of Probability [A52] diu que, per al procés empiric bootstrap v,

vﬁ —4 Gp (en probabilitat) si i només si v, -4 Gp.

L’article de I'any 1990 és un camul de técniques sobre la teoria de pro-
cessos empirics i sobre la teoria de la probabilitat en espais de Banach en
diversos aspectes, com ara: (a) proporcionar un altre s de la desigualtat del
multiplicador de Pisier, que tenia un paper important amb els multiplicadors
gaussians en el seu article de I'any 1984, ara amb multiplicadors (simetritzats)
de Poisson després d’aplicar poissonitzacio i simetritzaci6 als pesos multino-
mials del bootstrap d’Efron; (b) connectar els resultats sorprenents de Ledoux i
Talagrand [20, 21] sobre multiplicadors i multiplicadors condicionats del TLC
en espais de Banach amb un conjunt important de qiiestions estadistiques.

Evarist Giné, en collaboraci6 amb diversos coautors (especialment el seu
alumne Miguel Arcones), també va considerar altres problemes en relacio
amb els méetodes de remostreig amb bootstrap. Arcones i Giné [A46] proven
que el bootstrap de la mitjana mostral de variables aleatories independents
i identicament distribuides amb variancia finita «funciona» si tant la mida
de la mostra bootstrap m, com la mida de la mostra original tendeixen a
infinit. A [A53] estudien diversos tests de bootstrap de simetria, i a [A57]
mostren com es pot fer bootstrap de U- i V-estadistics. La qliestié important
de fer bootstrap de M-estimadors i altres funcionals estadistics regulars va ser
considerada a [A58]. Tot aquest conjunt de linies de recerca i de problemes
va culminar a les notes del curs que Evarist Giné va impartir a St. Flour sobre
teoria asimptotica per al remostreig amb bootstrap. Aquestes notes continuen
essent una referéncia important i una pedra angular per a la recerca actual [L2].

2.5 U-estadistics i U-processos

La noci6 de U-estadistic és una extensio natural d'un dels objectes més classics
de la probabilitat, la suma de variables aleatories independents. Donada una
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successio de variables aleatories independents i idénticament distribuides
X1,...,Xn,... enun espai mesurable S i una funcié mesurable h: Sx---XS§ —
R (un nucli), el U-estadistic d’ordre k es defineix com

(n —k)!

U,(h) = o

> h(Xiy, .., Xi)

i1,k

amb la suma estesa a totsels 1 <iy,...,ix <ntalsquei;+ iy, L+ 1.

Aquesta nocio6 té el seu origen en el treballs de Halmos [13] sobre estima-
ci6 no esbiaixada i de von Mises [35] sobre desenvolupaments de funcionals
estadistics regulars a finals dels quaranta. Els U-estadistics van ser introduits
formalment i estudiats per Hoeffding I’any 1948. Evarist Giné es va interessar
en la teoria asimptotica dels U-estadistics a l'inici dels anys noranta, quan
aquesta teoria ja estava relativament ben desenvolupada, tant en el cas de
U-estadistics basats en observacions independents i identicament distribuides
com en casos més generals. A més, Nolan i Pollard [29, 30] van iniciar I'’estudi
dels U-processos (processos empirics amb estructura de U-estadistics indexats
pel seus nuclis). Tanmateix, a I'inici dels noranta, molts d’aquests resultats no
havien assolit el mateix progrés que els teoremes limit classics per a sumes
de variables aleatories independents i un nombre important de problemes
estimulants i dificils estaven oberts. Molts d’aquests problemes van ser resolts
al llarg dels anys noranta per Evarist Giné en una série d’articles escrits amb
diversos coautors, entre els quals Joel Zinn, Miguel Arcones, Stanislaw Kwapien
i Rafal Latala. Els resultats obtinguts inclouen lleis del tipus de Marcinkiewicz
dels grans numeros per a U-estadistics (Giné-Zinn [A60]) i la necessitat que el
segon moment sigui finit i el nucli degenerat per a la validesa del TLC per a
U-estadistics (Giné-Zinn [A66]). També van obtenir resultats notables sobre el
teorema del limit central per a U-processos indexats per classes de funcions de
Vapnik-Chervonenkis (Arcones-Giné [A65]) i aplicacions sorprenents d’aquests
resultats a I'estudi asimptotic dels M-estimadors basat en U-estadistics; en
particular una demostracié molt bonica de la normalitat asimptotica de la
mediana simplicial (Arcones, Chen i Giné [A64]).

Els treballs anteriors depenen d’eines técniques noves i potents, com ara
la desigualtat de Hoffmann-Jorgenssen per a U-processos (Giné-Zinn [A60]) i
desigualtats de desacoblament (decoupling) degudes a de la Pefa [5] i de la Pefia
i Montgomery-Smith [6, 7]. El metode del desacoblament va ser especialment
important i va donar nom al llibre Decoupling, escrit 'any 1999 per Giné i de la
Pefa, que continua essent la referéncia més important sobre la teoria moderna
dels U-estadistics [L3]. Tot i aixi un dels resultats més espectaculars d’aquesta
teoria es va obtenir després de la publicacié d’aquest llibre. En diversos articles
escrits a finals dels noranta, Evarist Giné i els seus collaboradors van intentar
trobar una condici6 necessaria i suficient per a llei dels logaritmes iterats (LLI)
per a U-estadistics degenerats, un problema que va resultar extremament dificil.
El fet que la finitud del segon moment del nucli era suficient per a la LLI era
conegut des de finals dels vuitanta [8]. Giné i Zhang [A71] van mostrar que hi
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ha nuclis degenerats amb segon moment infinit per als quals val la LLI. Van
donar condicions suficients sobre el nucli que no implicaven la finitud del
segon moment, pero aquestes condicions encara no eren necessaries. Aquest
problema desafiador va ser resolt per a U-estadistics de segon ordre en un
article notable de Giné, Kwapien, Latala i Zinn [A84] en el qual van provar el
resultat segiient. Suposem que X, Y, X1, X»,... son variables aleatories inde-
pendents i idénticament distribuides amb valors en un espai mesurable (S, A)
isigui h: § X S — R un nucli mesurable i simeétric. Aleshores,

Z I’L(Xi,Xj) < o Q.S.

lim sup
n 1<i#j<n

nloglogn

si i només si es compleixen les condicions segiients per a alguna constant
C < oo

(a) h és canonic (degenerat) per a la llei de X (és a dir, Eh(X,y) = 0 per a
gairebé tot y);

(b) per a tota u > 10,
E(hZ(X, Y) Au) < Cloglogu;
(c) per aalguna C > 0,
sup EJh(X,Y) f(X)g(Y) : max(Ef?(X),Eg*(X)) < 1; f,g € L™} < C.

La prova d’aquest resultat completament inesperat fou una obra mestra
de tecniques basades en diverses eines de la teoria dels U-estadistics (moltes
d’elles desenvolupades pels mateixos autors, com ara les cotes exponencials
per al caos de Rademacher degudes a Latala) i en arguments de truncament
bastant sofisticats. Un resultat relacionat és una versio nova i definitiva d’'una
desigualtat de concentraci6 tipus Bernstein per a U-estadistics (Giné, Latala i
Zinn [A80]), que és una de les desigualtats més importants i utils en aquesta
area de les probabilitats. Aquesta desigualtat la van provar per a U-estadistics
d’ordre 2 i més endavant va ser estesa a ordres superiors per Adamczak [1].
Adamczak i Latata [2] van obtenir condicions necessaries i suficients per a la
llei del logaritme iterat acotada per a U-estadistics d’ordre superior.

2.6 La distribucié asimptotica de I'estadistic ¢

L’estadistic t de Student amb una mostra

T, — Z?ﬂxi/nl/z . Sn/Vn
n — _ 1/2 — _ 2
S -Xn2 -1} s
on Sy, =>" Xi, Vo = %1 X? 1 X1,..., Xy sOn variables aleatories indepen-

dents i idénticament distribuides, juga un paper clau en I'estadistica basica
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aplicada. Mentre que la seva distribucié exacta és ben coneguda des del punt
de vista de la teoria del mostreig gaussia, és important conéixer les propietats
de T, sota hipotesis no gaussianes (o d’altres tipus no estandard). Efron [11]
va revisar estudis previs sobre T, sota condicions no estandards (incloent-hi
els de Hotelling [16], Hoeffding [14] i d’altres) i va considerar el comportament
limit de T}, i de sumes autonormalitzades d’aquests estadistics. Logan, Mal-
lows, Rice i Shepp [23] van provar que si X esta en el domini d’atraccié d’'una
llei alfa-estable, 0 < & < 2, centrada si &« > 1 i simetrica si &« = 1, aleshores
Sn/Vn —a Za, 0N Zy és subgaussia. A més van conjecturar que «S; /V,, és asimp-
toticament normal si [i potser només si] X esta en el domini d’atracci6 de la llei
normal i X esta centrada». La implicaci6é directa d’aquesta conjectura es prova
amb relativa facilitat a partir de resultats estandards; vegeu [24]. El reciproc, és
a dir, el «<només si», va ser provat I’any 1997 per Evarist Giné en collaboraci6
amb Friedrich Gotze i David Mason [A74]. Aquest article brillant fa pales el
domini absolut que Evarist Giné tenia de la desigualtat de Paley-Zygmund, la
qual fa servir per veure que si {S;,,/V,} esta acotada estocasticament, aleshores
també ho esta en L;.

Giné va tornar a aquest tema almenys en dos articles més: a [A77] (amb
David Mason) estudia lleis del logaritme iterat per a sumes autonormalitzades;
a [A92] (amb Friedrich Gotze) va establir la normalitat asimptotica dels esta-
distics t multivariats sota condicions no estandards.

2.7 Estadistica no parameétrica

Al segle xx1, Evarist Giné va comencar a treballar en problemes d’estadistica no
parametrica, una area de l'estadistica matematica amb una gran activitat des
de mitjan anys noranta. L'interes de Giné va ser provocat per I’amplia aplica-
bilitat de les eines dels processos empirics en aquesta area. Un punt de vista
fonamental va ser observar que la profunda desigualtat de Talagrand [34] per
als processos empirics es podia utilitzar amb efectes notables, particularment
per a tractar problemes que tenen a veure amb cotes del risc en la norma del
suprem en estimaci6 de densitats; vegeu [A85, A107]. Per exemple, considerem
un estimador de nucli de la forma

Fulx) = = iK(x_X‘) X; ~iid. P
n - ’ i ~ LLO. )
nh = h

amb K una funci6 nucli adequada. Si ignorem el «biaix» de 'estimacio, el risc
uniforme es pot entendre com el procés empiric

I fn — Efullo = Pllzlégl(Pn -P)gl, G= {g =K (XT_) X € [Rd}.

Una primera idea clau que es troba a [A85] és que sota condicions simples
per a K, per exemple que sigui de variacio acotada, la classe G resulta que és
una classe de tipus Vapnik-Chervonenkis i, per tant, fent servir un «chaining
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argument» i si P té densitat acotada, resulta

Esup (P, —P)gl| S,/M
rEY n

per a eleccions adequades de h. A més per la desigualtat de Talagrand la
concentraci6 de || f, — Efnll~ al voltant de la seva esperanca és efectivament
gaussiana (sempre per a eleccions adequades de h), i aquest fet es pot fer
servir amb objectius diversos: inicialment Evarist Giné en va deduir la constant
exacta que limita quasi segurament ynh/log(1/h)|l fn — Efnlle quan n — o
i h — 0, tant per als estimadors de nucli [A85] com per als estimadors per a
ondetes [A107], cas en el qual es requereix un escalat lleugerament diferent.
En treballs posteriors [A106, A111] es va posar de manifest que aquestes des-
igualtats exponencials eren molt ttils per a construir estimadors adaptatius
de densitats que podien tractar també el biaix ||E f,, — f || » (aplicant el métode de
Lepskil [22]). Tecniques relacionades van ser també utilitzades a I'article [A97]
per tal de donar aproximacions empiriques (fent servir el graf laplacia) de
I'operador de Laplace sobre una varietat de Riemann (un resultat que va ser
util en el camp de I'aprenentatge automatic), i en l'article [A113] aquestes
desigualtats de concentracioé es van fer servir en una nova manera d’obtenir
taxes de contraccié en I'estimaci6é de la funcié bayesiana no parametrica;
aquestes idees han estat utilitzades des d’aleshores en estadistica bayesiana no
parametrica en els articles recents de Ray [32] i Nickl i S6hl [28], entre d’altres.

En un altre article de molta influencia [A110] Evarist Giné va construir
bandes de confianca adaptatives per a densitats desconegudes trobant amb
exactitud la distribuci6 limit de Gumbel de || f;, — fll«, adequadament escalada
i centrada, on f, és un estimador totalment adaptatiu (una altra vegada basant-
se en el metode de Lepskii [22]). Aquest va ser el primer resultat sobre el limit
exacte d'una distribuci6 per a qualsevol estimador adaptatiu, i va requerir una
utilitzaci6 subtil de les técniques d’aproximaci6 i de la teoria de limits per a
processos gaussians no estacionaris. A més de resoldre reptes probabilistics va
ser necessaria també la introducci6 de noves hipotesis qualitatives per a f, que
ara es coneixen amb el nom d’autosimilitud, les quals van ser adequades també
per al cas general d’espais de Holder [A110]. Aquestes condicions d’autosimili-
tud resulta que sén més o menys les condicions correctes per a l'existéncia de
conjunts de confianca adaptatius no parametrics, i han estat tractades més a
fons en articles recents de Hoffmann i Nickl [15], Chernozhukov, Chetverikov i
Kato [4] i en I'article panoramic de Szab6, van der Vaart i van Zanten [33], tots
ells en els Annals of Statistics.

Un altre resultat que es mereix ser esmentat, i que esta relacionat amb
algunes técniques anteriors al famos article [A34] de Giné i Zinn de I'any 1984,
és el de I'article [A103], que afirma l'existéncia de determinades classes pre-
gaussianes de funcions ¥ tals que: a) no sén de P-Donsker per a alguna P pero
b) el procés empiric regularitzat \/n(P, * K; — P) corresponent a un estimador
de nucli de la densitat si que convergeix en distribuci6 a £« (F) cap al pont
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brownia generalitzat Gp —per tant, P,, * Kj, és estrictament millor que P, en
aquest cas. Aquests resultats han estat instruments molt utils en I'estudi recent
de la inferéncia estadistica per a la funci6 de distribucié de mesures de Lévy i
distribucions infinitament divisibles; vegeu els articles de Nickl i Reif [26] i de
Nickl, Rei, Sohl i Trabs [27].

La importancia de les técniques probabilistiques en els fonaments de 1'es-
tadistica no parameétrica van portar Evarist Giné a escriure la seva quarta
monografia, amb el titol de Mathematical Foundations of Infinite-Dimensional
Statistical Models [L4]. Aplega gran part del seu treball en aquesta area, i demos-
tra una altra vegada la visio6 profunda que tenia dels fonaments matematics en
queé es basen la teoria moderna de la probabilitat i I'estadistica. En particular,
en els capitols d’aquest llibre dedicats als processos gaussians i als processos
empirics, Giné ens ha deixat un monument intellectual que sera una referéncia
per a les generacions futures.

3 Biografia!

Evarist Giné va morir el 13 de marg¢ del 2015 a Hartford, Connecticut. Ha estat
un contribuidor molt important i cocreador de diverses branques de la teoria
moderna de la probabilitat les quals han tingut una gran influencia, especial-
ment en I'estadistica i la teoria de I’aprenentatge (statistical learning). La seva
feina abasta arees com ara la probabilitat en espais de Banach, la teoria dels
processos empirics, la teoria asimptotica del bootstrap i dels U-estadistics
i processos, aixi com l’estadistica no parameétrica. Va publicar al voltant de
cent articles en revistes de primer nivell: vint-i-dos articles als Annals of Proba-
bility com a autor unic, deu a Probability Theory and Related Fields, i vuit articles
als Annals of Statistics. A més va escriure dos llibres amb una repercussio molt
gran, un sobre el teorema del limit central en espais de Banach amb Aloisio
Araujo, i I'altre amb Victor de la Pena sobre desacoblament. Amb Richard Nickl
va acabar el seu quart llibre, Mathematical Foundations of Infinite-Dimensional
Statistical Models, poc abans de morir, publicat a Cambridge University Press.
Evarist Giné va ser elegit membre de I'Institute of Mathematical Statis-
tics (IMS) I'any 1984 i de I'International Statistical Institute (ISI) 'any 1991, va
ser membre corresponent de I'Institut d’Estudis Catalans a partir del 1996 i
va fer una conferéncia Medaillon? al Congrés Mundial de la Societat Bernoulli
I'any 2004 a Barcelona. El juny del 2014 va tenir lloc a Cambridge (Regne Unit)
un congrés per celebrar les seves aportacions matematiques en ocasio del seu
setanté aniversari. Una fotografia de '’Evarist presa per Lucien Birgé en aquest
congreés, amb plena salut i el seu bon humor habitual, la reproduim a la pagina
segiient. Evarist Giné havia estat sempre extremament modest i una mostra
del seu humor la déna el correu electronic que va escriure el juliol del 2014
dient que el congrés en honor seu era «totalment immerescut, pero tot i aixi

1 Aquest apartat, escrit pels mateixos autors de l'article, va ser publicat en el Institute of
Mathematical Statistics Bulletin.
2 Aquesta conferéncia comporta I'atorgament d'una medalla.
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molt estimulant». De fet, el congrés va servir per posar de manifest les diverses
arees entre les matematiques i ’estadistica en les quals Evarist Giné i els seus
treballs havien tingut un impacte més notable. Un gran respecte per a les seves
matematiques i la seva personalitat va ser compartit pel gran nombre d’amics i
de collegues que eren presents a Cambridge.

Evarist Giné va néixer el 31 de juliol del 1944 a Falset (Catalunya), en
una familia que s’ocupava de I'agricultura i de I'’elaboracié de vins. El seu
talent matematic prodigiés es va manifestar molt aviat i un professor local va
convencer la seva familia que 'Evarist havia de fer ’ensenyament secundari
i entrar a la universitat. Va acabar els estudis de batxillerat amb éxit i va fer
la carrera de matematiques a la Universitat de Barcelona, on va aconseguir el
grau de llicenciat I'any 1966. Evarist es va casar amb Rosalind Eastaway aquell
mateix any.

En part pel regim franquista i en part pel seu temperament aventurer, el
matrimoni va deixar Catalunya, i després d’algun temps fent de professor de
matematiques a Venecuela, Evarist va ser acceptat al programa de doctorat en
matematiques del Massachusetts Institute of Technology (MIT). Va acabar la
tesi doctoral el 1973, sota la direcci6 de Richard M. Dudley, amb un treball
sobre tests estadistics per a la uniformitat en varietats riemannianes, que va
ser publicat als Annals of Statistics. Aquest primer treball, ampliament citat
a la literatura sobre estadistica els anys segiients, ja posa de manifest una
de les caracteristiques principals de la seva recerca: el seu gran interes per
als problemes motivats per I’estadistica matematica, en els quals es necessita
desenvolupar eines potents i subtils. Les seves habilitats matematiques van
produir dos articles més durant el seu periode com a doctorand, tots dos
publicats en els Annals of Probability, que van iniciar una de les seves linies



18 Vladimir Koltchinskii, Richard Nickl, Sara van de Geer i Jon A. Wellner

principals de recerca, I’estudi de teoremes de limit en espai de Banach de
dimensio6 infinita.

Evarist Giné va passar el curs 1974-1975 a Berkeley com a lector, i alla va
coneixer Le Cam i els altres grans personatges de ’época daurada de I'esta-
distica a Berkeley. Després d’alguns anys passant per diverses institucions,
va tornar a Venecuela, on va ser el cap del departament de matematiques de
I'Instituto Venezolano de Investigaciones Cientificas, va ser professor de la
Universitat Autonoma de Barcelona i finalment es va establir a la Universitat
Texas A&M, on va ser professor a partir de ’any 1983. Una gran part de la seva
feina més original i més influent la va fer en aquesta época en collaboracié amb
Joel Zinn, un collega i amic de la Texas A&M. El seu treball conjunt va donar lloc
al desenvolupament de les eines més importants de la teoria dels processos
empirics, com ara les desigualtats de simetritzacio, cotes per a ’entropia i
desigualtats per al multiplicador aleatori, que més tard van penetrar en moltes
arees de les matematiques, 'estadistica i la informatica (en particular, I'apre-
nentatge automatic). Després de dos anys com a professor al CUNY (Nova York),
Evarist Giné va obtenir una posicié a la Universitat de Connecticut el 1990, on
s’hi va estar fins a la seva mort, tltimament com a cap del departament de
matematiques. Evarist Giné va tenir vuit estudiants de doctorat, entre els quals
destaca Miguel Arcones, i va tenir un impacte notable sobre tota una generacio
de probabilistes i tedrics de I’estadistica, la que va rebre la seva formaci6 entre
els anys 19901 2010.

La pérdua de I’Evarist provoca un buit enorme en la comunitat matematica.
Per als que el van coneixer personalment i van treballar amb ell, sempre sera
recordat com un gran amic amb qui es podia parlar sense fi de matematiques
al seu despatx o bé en I’hospitalitat de casa seva. La pérdua és encara més greu
per a la seva familia: la seva dona Rosalind, que el sobreviu; les seves dues
filles, Nuria i Roser, i els seus néts, Liam i Mireia. Pero el seu gran entusiasme,
I'originalitat i la profunditat de les seves idees perviuran per a moltes genera-
cions futures, a través dels seus escrits matematics, en les nostres memories i
en la seva familia.

4 Publicacions d’Evarist Giné

Llibres

[L1] ARAUJO, A.; GINE, E. The Central Limit Theorem for Real and Banach
Valued Random Variables. Nova York; Chichester; Brisbane: John Wiley
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[L2] GINE, E.; GRIMMETT, G. R.; SALOFF-COSTE, L. Lectures on Probability The-
ory and Statistics. Lectures from the 26th Summer School on Probability
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de P. Bernard. Berlin: Springer-Verlag, 1997. (Lecture Notes in Math.;
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Les matematiques al darrere de les criptomonedes
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Resum: Mitjancant una presentacio dels fonaments de les criptomonedes com ara
Bitcoin, exposarem tres temes que pertanyen a la criptografia moderna: les firmes
digitals, les funcions de hash i les demostracions de coneixement nul. Els problemes de
caracter purament matematic que hi sorgeixen poden servir d’exemples als professio-
nals docents per motivar I’estudi de 'aritmetica modular, la probabilitat, la teoria de
grafs o la complexitat computacional.

Paraules clau: criptografia, criptomonedes, RSA, corbes elliptiques, funcié de hash,
probabilitat, grafs, complexitat computacional, aritmética modular.

Classificacio MSC2010: 68-02, 68015, 68017, 68Q05.

1 Introduccio

Fa sis anys que la moneda electronica bitcoin atreu 'interes d’economistes,
de politics i de la ciutadania en general. Abans de Bitcoin, poca gent s’havia
preguntat si la manera com funcionen els diners avui dia és I'tinica o la millor
possible. Tot i que ninga no dira que Bitcoin déna respostes definitives a
aquestes preguntes, clarament és una idea que obre moltes portes.

A part del fet de ser de codi obert, la novetat principal de Bitcoin és que és
una moneda distribuida, és a dir, no depén de cap banc o autoritat central: ni per
crear monedes, ni per efectuar transaccions, ni per assegurar la integritat de les
monedes en circulacio. Podria Bitcoin ser una oportunitat per canviar les regles
del joc financer i fer-les més justes? Probablement és massa aviat per avaluar
aquesta possibilitat. El que de ben segur és cert és que el fenomen Bitcoin
representa una oportunitat excellent per explicar com les matematiques fan
possibles coses que a priori semblen impossibles, com son, per exemple, firmar

Aquest article es basa en la llicoé inaugural del curs academic 2014-2015 de la Facultat de
Matematiques de la Universitat de Barcelona, impartida per I'autora. Una primera versié d’aquest
text va apareixer a les Publicacions de la Universitat de Barcelona.
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documents sense ser fisicament present en un lloc, regular el funcionament de
sistemes distribuits sense cap autoritat central, o demostrar que saps alguna
cosa sense donar-ne més informacié que el fet que la saps.

La criptografia ha entrat en gairebé tots els ambits de la societat moderna, ja
que és la branca de les matematiques que fa possible I'iis de xarxes publiques
per a assumptes privats. Mitjancant Internet, aquesta ciencia ha canviat la
manera com ens relacionem i gestionem el dia a dia. Donades les moltes
ocasions en que la seguretat d’'Internet falla, segurament ja intuiu que aquesta
ciéncia esta molt poc desenvolupada. De fet, en bona part es basa en conjectures
matematiques.

Podem, doncs, considerar que les criptomonedes s6n una especulacié amb
peus de fang? Hi ha molts arguments en contra de la seva adopcio, pero la
confianca en la certesa de les conjectures matematiques és un dels més febles
perque, en realitat, tots els serveis electronics dels bancs i la seguretat de I'iis
de paraules clau secretes es basa en aquestes mateixes conjectures. L’argument
més fort en contra de les criptomonedes és que al seu darrere no hi ha cap
govern que en reguli el valor. En aquesta exposicié no entrarem en qiiestions
economiques ni en comparacions amb les monedes tradicionals, conegudes per
monedes fiduciaries (fiat money). Per entendre millor el protocol i el potencial
del sistema és millor deixar de banda les preconcepcions i pensar outside the
box.

2 Bitcoin

L’octubre de 2008 Satoshi Nakamoto (pseudonim d’'una o de més persones
anonimes) va enviar un article titulat «Bitcoin: A peer-to-peer electronic cash
system» a un grup de noticies de recerca en criptografia [7]. Dos mesos més tard
en va publicar també la implementaci6é de programari (o codi) obert. Es basava
en altres idees de monedes electroniques que no es van arribar a realitzar,
técniques classiques de la criptografia i el desenvolupament de xarxes d’igual a
igual (peer-to-peer). La idea va agradar a molts criptografs i programadors en
general. Alguns van contribuir millorant el codi. Molts més van installar-lo i
van comencar a efectuar transaccions i a generar més monedes virtuals segons
el protocol que explicarem a continuacio.

Al principi, les transaccions eren intercanvis més o menys simbolics, com,
per exemple, dotacions de premis o pagaments a canvi de programari, i, de
mitjana, cada 10 minuts es generaven 50 bitcoins més. La primera compra de
veritat que es va efectuar amb bitcoins va ser un any i tres mesos més tard.
Va ser la compra d'una pizza a canvi de 10000 bitcoins. Aix0 representava
el 0.4% de tots els bitcoins que existien en aquell moment. La cotitzaci6o de
10000 bitcoins quatre anys més tard va arribar als quatre milions d’euros.

A mesura que més gent va descarregar-se el codi i va comencar a efectuar
transaccions, el valor dels bitcoins (BTC) va comencar a pujar. Es van crear
diversos mercats i negocis al voltant de Bitcoin. Avui en dia hi ha milers de
negocis que accepten pagament en bitcoins.
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2.1 Protocol

El protocol és bastant senzill i les eines que fa servir sén eines classiques de la
criptografia.

Els participants estan organitzats en una xarxa d’igual a igual (peer-to-peer):
cada participant es pot comunicar amb un nombre relativament petit d’altres
participants, pero de tal manera que, si bona part dels usuaris reenvia la
informacid que rep a totes les seves connexions, aquesta informaci6 arriba a
tothom.

Absolutament totes les transaccions es guarden en un fitxer, anomenat
cadena de blocs (block chain). Aquest fitxer esta disponible publicament i a
més es guarda i s’actualitza regularment als ordinadors de tots els usuaris.!
Consisteix en una seqiiéncia de blocs; cadascun conté una série de transaccions
de bitcoins. A més de les transaccions, cada bloc conté una quantitat de bitcoins
nous en concepte de premi. Per exemple, un bloc podria contenir la informacio
seguent:

e La Marta envia 2 BTC al Jordi.
e ’Elsa envia 1.567 5566 BTC al Gerard.
e El Jordi rep 50 BTC nous.

Es important subratllar que no hi ha cap autoritat que s’ocupi de mantenir
la cadena de blocs. Tots els usuaris —qualsevol persona que s’hagi baixat
el programari— collaboren en el manteniment de la informaci6 i tothom la
guarda localment al seu ordinador. Si algil intenta manipular la historia, no
podra fer-ho sol perqueé la informaci6 esta replicada als ordinadors de tots els
usuaris.

Si hom vol enviar una quantitat de bitcoins, tot el que ha de fer és anunciar-
ho a les connexions pertinents. Aquestes connexions comproven si la persona
té els bitcoins que diu que vol gastar mirant, a la cadena de blocs, totes les
transaccions en qué ha participat en el passat, i, si és aixi, llavors reenvien
la transacci6 a les seves propies connexions. En el fons, un bitcoin és la seva
propia historia des que es va crear, totes les transaccions que l’afecten, i la
darrera indica qui n’és el propietari.

En cada moment, qualsevol participant té constancia d’'una serie de transac-
cions entre usuaris que encara no apareixen a la cadena de blocs. Fent servir
una idea anomenada proof of work o demostracio de feina (vegeu la subsec-
ci6 4.2), aquesta série de transaccions es reinterpreta com un trencaclosques,
la resolucio del qual és, de fet, un bloc que es pot afegir al final de la cadena de
blocs. El participant que aconsegueix resoldre el seu trencaclosques abans de
rebre una solucié d'un altre participant, envia el bloc a totes les seves connexi-
ons, que en comproven la validesa, ’afegeixen al final de la seva copia de la
cadena de blocs i el reenvien a les seves connexions.

1 Aquesta és una petita simplificaci6. Encara que va ser aixi al principi, com que la cadena
s’ha fet gran (més de 20 GB el setembre de 2014) i com que hi ha usuaris que fan servir
dispositius petits, com ara mobils, avui en dia molts clients no guarden tota la informacio i
només contribueixen a la connectivitat de la xarxa. La seguretat del protocol depén dels usuaris
amb la versioé completa.
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Els trencaclosques estan dissenyats perque, de mitjana, se’'n resolgui un
cada 10 minuts entre tots els participants de la xarxa. Naturalment, ’autor
de la resolucio pot destinar els bitcoins nous en concepte de premi (I'iltima
transaccio6 en el bloc, la que no té cap originari) a si mateix o a qui vulgui. En
tot cas, la quantitat de bitcoins que hi ha a la xarxa creix, de mitjana, cada
10 minuts, quan es genera un bloc nou, pero el valor del premi és cada cop més
baix, perque es redueix a la meitat cada 210 000 blocs. L’any 2140 el valor del
premi sera menys que un satoshi, que és la unitat minima de bitcoins i equival
a 108 BTC. Arribat aquest punt, en comptes de guanyar monedes noves, el
guanyador del premi cobrara només unes taxes voluntaries que s’especifiquen
a cada transaccio. Cada participant pot fer servir el seu criteri per incloure una
transaccio en el bloc en queé esta treballant o no, segons la taxa voluntaria que
s’especifiqui en aquesta transaccio.

Per garantir que realment és la Marta qui autoritza la transaccio «La Marta
envia 2 BTC al Jordi» s’aplica una tecnica estandard de la criptografia anomena-
da criptografia de clau publica. Aquesta técnica ens proporciona una manera
de firmar contractes de manera digital. Només si la frase esta firmada per la
Marta, la resta d'usuaris acceptaran la transaccié com a auténtica. A la secci6
seglient veurem un metode concret per implementar firmes digitals basat en la
teoria de numeros.

Els trencaclosques estan basats en les funcions de hash (conegudes per
funcions resum), que també es fan servir en el context de I’autenticacié d'usuaris
amb paraules clau, entre moltes altres aplicacions. Explicarem aquesta técnica
a la seccio 4.

2.2 Evolucio

El primer mercat de bitcoins va ser un lloc web per intercanviar cromos anome-
nat Mt.Gox (una abreviacié de Magic: The Gathering Online Exchange). Va fer
fallida a principis de 2014 per problemes tecnologics, pero en aquell moment
ja s’havien creat moltes alternatives més fiables.

Després de Bitcoin s’han creat desenes d’altres varietats de criptomonedes
inspirades en el programari de Bitcoin, o en alguns casos copies gairebé identi-
ques a Bitcoin. Un exemple és Luckycoin, que es diferencia de Bitcoin pel fet
que la quantitat del premi en cada bloc és aleatoria. Un altre és Dogecoin, que
va comencar a finals de 2013 com una broma (doge es refereix a una moda
d’Internet sobre fotos de gossos en diverses situacions, amb els pensaments
del gos escrits en idioma de gos: «Wow. Much funny.») i en sis mesos va arribar
a tenir un valor total de 24 milions d’euros (comparat amb el valor de 5 000 mi-
lions d’euros del mercat de Bitcoin). Dogecoin, a més, és notable perque se sol
fer servir per a projectes altruistes com, per exemple, una campanya per ajudar
a financar I'’equip de bob de Jamaica per anar als Jocs Olimpics de Sotxi i un
altre per construir un pou a Kenya.

Fins ara només hi ha hagut un problema de seguretat en el programari
de Bitcoin, trobat 'any 2010, i es va arreglar rapidament. El problema més
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greu de Bitcoin que fa que els criptografs busquin alternatives és la falta
d’anonimat en el protocol [10]. Encara que els usuaris facin servir pseudonims
—en general fins i tot fan servir pseudonims diferents per rebre diners de fonts
diferents—, és molt facil fer servir la informacié que hi ha a la cadena de blocs
per identificar diverses entitats i persones i el flux de diners entre elles. Una
alternativa que s’esta implementant per abordar aquest problema és el protocol
Zerocash [1], que fa servir proves de coneixement nul (zero-knowledge proofs).
Ho veurem a la seccio 5.

3 Firmes digitals

En el mon fisic verifiquem la identitat de les persones amb imatges: comparem
la cara de la persona amb la foto a la targeta d’identitat o les corbes d'una
firma amb les de I'original. En canvi, en el moén digital tractem amb niimeros.
La firma no és més que un namero que envia la persona, tradicionalment ano-
menada Alice, junt amb el missatge que vol firmar. El receptor, tradicionalment
anomenat Bob, hauria de poder comprovar que aquest numero només el pot
haver generat I’Alice. En principi aixo no sembla possible perqué qualsevol
persona, tradicionalment anomenada Oscar, d’oponent, pot intentar endevi-
nar numeros fins que n’hi surti un que passi el test que fa servir el Bob per
comprovar que el missatge ve de I’Alice. En el mon fisic aixo correspon a una
falsificacio de la firma. Pero, de fet, falsificar una firma digital és bastant més
dificil que falsificar una firma fisica, perque si el test del Bob és complicat,
pot ser que I’Oscar hagi de provar essencialment tots els nimeros de la mida
adequada per trobar el correcte. Si el nimero té una longitud de 100 digits, per

exemple, i ’Oscar triga un nanosegon per comprovar que un nimero passa el
. R 100

test del Bob, en total I'Oscar trigara 109><60>1<ng24><356 > 1082 anys per provar

tots els numeros (I’edat de ’'Univers és del voltant de 1010 anys).

O =

B
% —s{  Alice m, f Bob
— Si/No

FIGURA 1: Protocol general de firmes digitals.

Una possibilitat que no es pot descartar és que, un cop coneguem els detalls
del test que fa servir el Bob, se’ns faci molt més facil trobar un niimero que
passi el test. Ben mirat, actualment les matematiques no disposen de técniques
prou fortes per demostrar que aixo sigui impossible per a algun d’aquests
tests (o almenys no hem trobat cap test per al qual puguem demostrar-ho). Per
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aquesta rao, la seguretat dels sistemes de firmes digitals encara es basa en
conjectures sobre la dificultat d’alguns problemes computacionals. En aquest
apartat en veurem dos exemples concrets.

Abans d’entrar en els detalls, és util establir algunes notacions i introduir
el concepte de clau. Hi ha dues claus que s6on dos numeros que fan servir
I’Alice i el Bob durant el protocol. Una clau diem que és privada, perque només
la sap I'Alice, i la denotarem per d. L’altra és publica, perque la pot saber
qualsevol, i la denotarem per e. La clau privada es fa servir per crear el nimero
que I’Alice envia junt amb el seu missatge m. D’aquest niimero se'n diu firma
i el denotarem per f. La clau publica la genera I’Alice i I’envia al Bob (o a
qualsevol altra persona) per poder comprovar que les firmes que rep de I’Alice
son realment de I’Alice. Un esquema del protocol es pot veure a la figura 1.

3.1 Firmes i claus en el sistema Bitcoin

Per tenir bitcoins, I'usuari primer ha de crear una adreca (un niimero o una
seqliencia de caracters, segons com vulgueu pensar-hi), en que es guardaran
les monedes. Seria millor dir «a la qual s’associaran les monedes» perqueé en
realitat les monedes no tenen una realitzacio6 fisica. Aquesta adreca, de fet, és
la clau publica e del parell de claus (e, d) del protocol de firmes digitals. La
clau privada d es guarda com un secret i es fa servir quan gastem els bitcoins
per firmar transaccions. Cada transacci6 té una o més adreces d’origen i una o
més adreces de destinacio i s’ha de firmar amb les claus secretes de les adreces
d’origen.

Per tant, si algu té la clau privada d’'una adreca és com si tingués tots
els bitcoins associats a aquesta adreca. Aixo és important perqueé fa que els
bitcoins siguin més aviat claus que no pas diners. Si un lladre fa una foto de la
nostra clau és com si tingués la clau, pero si fa una foto d’un bitllet que tenim
és clar que no s’apropia d’aquest bitllet. Aixo ho van aprendre no fa gaire uns
periodistes de la cadena de televisiéo Bloomberg dels Estats Units i van pagar
la 1lic6 en bitcoins. Durant un reportatge sobre Bitcoin, van tenir I’ocurrencia
d’ensenyar I'impres d'un regal de bitcoins que els havien donat. Amb la clau
secreta al bell mig de la pantalla de la tele, en pocs segons aquests bitcoins van
desapareixer de la seva adreca.

3.2 Aritmetica modular

En la criptografia es fan servir nimeros molt grans, per exemple, de centenars
de digits. Els protocols, com els de firmes digitals, demanen fer operacions
amb aquests numeros, com ara, elevar un nombre de centenars de digits a un
altre d’'una llargada comparable. El resultat és un nimero que no es podria
guardar en un disc dur encara que estigués fet de tots els atoms de 1'Univers.
Llavors, com fem aquests calculs?

La idea és que, en comptes de fer servir I'aritmeética classica dels niumeros
enters, fem servir aritmética modular. Es a dir, en lloc de pensar en nimeros
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enters, pensem nomeés en els residus que aquests numeros donen en dividir-los
per un numero especial N que escollim.

Recordeu que per denotar equivaléncies en I'aritmeética modular fem servir
el simbol = en lloc del simbol =, i posem (mod N) al final de I'’equaci6 per
denotar que les equivaléncies son modul N. Es a dir, tots els nimeros que
donen el mateix residu de divisio per N els considerem equivalents.

Les operacions de suma, resta i multiplicaci6 modul un niimero gran es
poden implementar de manera eficient facilment. El calcul de I'invers modul
un nuamero gran també es pot implementar de manera eficient fent servir
I’algoritme d’Euclides.

Finalment, queda per implementar I'operaci6 d’exponenciacié de mane-
ra eficient. Per calcular a? (mod N) de la manera obvia hauriem d’executar
b multiplicacions, calculant el residu de divisié per N cada vegada, per evitar
que els resultats es facin llargs. El truc per fer aquest procés més rapida-
ment s’anomena quadratura iterada (repeated squaring). En comptes de calcu-
lar a2,a3,a*, ...,a" calculem només a2, a*,a®,a's,...,a2"*" Cada membre
d’aquesta seérie és el quadrat de I'anterior. El nombre de multiplicacions per
generar aquesta série és, doncs, t = |log, b|, que és comparable al nombre de
digits de b (de I'ordre dels centenars, que s6n poques multiplicacions per a un
ordinador).

Donada aquesta série, podem calcular a’ fent només t multiplica-
cions més. Representem b com la suma d’'un subconjunt dels numeros
{1,2,4,8,16,...,2l08:P]} és a dir,

t
b=> b;x2i,
i=0
per a alguns by, by,...,b; € {0,1} (la representacié binaria de b).

Les t multiplicacions finals sén:

t
al = gi-obix2t _ 1—[ abix2t 1—[ a2
i=0 i€{0,...,t}:b;=1

Per explicar el primer protocol de firmes digitals, que és RSA, necessitarem
també el teorema d’Euler: per a cada N hi ha un nimero anomenat ¢ (N), tal
que per a qualsevol x que no té divisors comuns amb N es compleix que

x®®™N) =1 (mod N).

La funci6 d’Euler ¢p(N) és la quantitat de niimeros més petits que N que no
tenen divisors comuns amb N. Si N és un numero primer, és clar que ¢(N) =
N —1.Si N és el producte de dos niumeros primers p i g, com és el cas que ens
interessa per entendre RSA, podem comprovar que

P¢(N)=(pa-1)-(p-1)-(q@-1)=(p-1)(q-1),
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perque, de tots els pg — 1 nimeros més petits que N, n’hi ha p — 1 que séon
divisibles per q, g — 1 que son divisibles per p i la resta no tenen divisors
comuns amb N.

Necessitarem el corollari del teorema d’Euler segiient.

PROPOSICIO 1. Si N és producte de dos primers diferents p i q i « és un enter
qualsevol, aleshores per a tot enter m es compleix

mPWNxtl = 41 (mod N).

PROVA. Hi ha tres casos:

1. Si med(m,N) = 1, el teorema d’Euler ens diu que m®®) = 1 (mod N).
Tenim

mPWa+l — (dWNY & oy = 1% % = m (mod N).

2. Simcd(m,N) = N, I’equivaléncia és certa perque les dues bandes son 0.

3. Queda el cas que mcd(m,p) = p i med(m,q) = 1 (o viceversa). Es su-
ficient demostrar que m®™ e+l = 31 (mod p) i m®MN*+1 = 1 (mod q).
La primera congruéncia és obvia, i la segona és conseqiiéncia del teorema
d’Euler com en el cas anterior, tenint en compte que ¢(q) = q — 1,

mPWNarl = (ua1yP=De sy = 1P-D% x4 = m (mod q).

Amb aquestes eines per fer calculs amb nimeros grans en aritmetica modu-
lar, ja podem explicar el primer algoritme de firmes digitals.

3.3 Firmes mitjancant RSA

Un dels primers sistemes de firmes digitals va ser el de Ronald Rivest, Adi
Shamir i Len Adleman de 1978, conegut per RSA [9]. Per crear les claus, I’Alice
escull dos nimeros primers p i q de molts digits (centenars), que sén secrets, i
en calcula el producte

N =pxq.

El producte N és informaci6 publica, pero no els nameros p i g. Una de les
conjectures en que es basa el metode és que si només tenim N, trobar p i g
(i. e. factoritzar N) és un problema computacionalment dificil.?

Llavors, I’Alice escull dos numeros d i e, el d sera secret, el e, public, tals
que per a qualsevol missatge m el valor de (m4)¢ modul N (el qual es pot
calcular amb 2log(d) + 2log(e) multiplicacions de nimeros de la mateixa mida
que N) és el mateix que m. Es a dir,

(m%)¢ = m (mod N).

2 Si un dia es construissin ordinadors quantics, amb aquests si que podriem factoritzar
nameros grans fent servir ’algoritme de Shor [11].
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En el cas de RSA, només I’Alice pot calcular ¢p(N) = (p — 1)(g — 1) perque
nomeés ella coneix p i q. Havent calculat ¢»(N), pot escollir e i d tals que

ed =1 (mod ¢ (N)).

La manera de fer-ho és trobar e que no tingui divisors comuns amb ¢ (N)
(escollir e aleatoriament entre 1 i ¢o(N) — 1 funciona) i, mitjancant I’algoritme
d’Euclides, calcular el seu invers modul ¢(N), que sera d.

Un cop I’Alice té un parell de nimeros amb aquesta propietat, el protocol
és el segiient: fent servir la clau secreta d, I’Alice calcula la firma

f =m% (mod N)

i 'envia junt amb el missatge m.3 El Bob agafa la firma i I'eleva a e modul N
(recordeu que N és public). Si el resultat és m, accepta la firma com a auténtica;
si no, la rebutja.

Per convéncer-nos que el protocol és correcte només queda comprovar que
m@e = m (mod N), el qual és conseqiiéncia directa de la proposicio 1.

Si I'Oscar vol firmar un altre missatge m fent veure que és 1'Alice, neces-
sitara la clau d. La seguretat del protocol RSA depén de la conjectura que és
computacionalment dificil trobar d si només coneixes e i N (es pot comprovar
que si pots factoritzar N, llavors si que pots trobar d).

Cal mencionar que la mateixa idea es fa servir per xifrar i desxifrar missatges.
El Bob pot xifrar els missatges que envia a I’Alice elevant-los a la clau publica e.
Es a dir, el Bob envia el missatge # = m¢ (mod N). Només I’Alice pot desxifrar

el missatge perqueé té la seva clau privada 4 i pot calcular m4 = ((me)d> =m
(mod N). D’aqui vénen els noms de les claus e i d: d’encriptacio i desencriptacio.

3.4 Firmes mitjancant ECDSA

El protocol de firmes digitals que fa servir Bitcoin no és RSA perque els crea-
dors van decidir optar per un protocol més modern i menys habitual pero
que comporta alguns avantatges com ara calculs més eficients i claus més
petites (per aconseguir la mateixa seguretat). Es 'ECDSA o Eliptic Curve Digital
Signature Algorithm, que va ser dissenyat els anys vuitanta ([5] i [6]), i es
va popularitzar a principis d’aquest segle. La conjectura matematica en la
qual es basa aquest protocol pertany a l'aritmeética dels grups associats a
corbes elliptiques sobre cossos finits. Concretament, es basa en la complexitat
computacional del problema del logaritme discret.

3.4.1 Corbes eHiptiques El conjunt dels punts (x, y) que satisfan una equa-
ci6 no singular y? = x3 + ax + b, a més d’un punt especial O que ens podem
imaginar com l'infinit, és una corba elliptica amb parametres ai b. Vegeu [12]

3 En realitat per calcular la firma, en els protocols de RSA i d’ECDSA, no es fa servir el
missatge m original, siné un hash del missatge H (m) que té una llargada fixa. Fem servir m per
comoditat. A la secci6 seglient explicarem que és un hash.
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per a la definicio general de corba elliptica.* Denotem aquest conjunt per Z. En
el context de la criptografia, x i v sén enters i I'aritmetica és la d’un cos finit,
per exemple, la dels enters modul p per a algun nimero primer p. Per tant,
I'equacio que els punts satisfan és y2 = x3 + ax + b (mod p). Aixi, si p = 23,
a =1, b =0, els punts de la corba elliptica son

F ={(0,0), (1,5),(1,18),(9,5),(9,18), (11,10),
(11,13),(13,5),(13,18),(15,3),(15,20), (16, 8),
(16,15),(17,10),(17,13),(18,10), (18,13), (19, 1),
(19,22),(20,4), (20,19), (21,6),(21,17),0}.

Es pot definir una operaci6 «®» sobre dos punts de la corba elliptica de
manera que E equipat amb aquesta operaci6 sigui un grup abelia. EI punt O en
seria I’element identitat. Aquesta operaci6 admet una interpretacié geometrica,
illustrada a la figura 2. Es considera la recta que passa per P i Q i el tercer
punt R de tall amb la corba. Aleshores P ® Q = —R on —R és el simeétric de R
respecte 'eix de les x, és a dir, P © Q = (¥x, —7,) amb (7x,7,) = R. El punt —R
és I'oposat de R amb l'operacié © i es pot pensar com la tercera interseccio
de la recta que passa per R i O amb la corba (les rectes per O son les rectes
verticals).

T T T T T T T 3
L R . 2
Q
- 11
P
F 10 ¥
1-1
L -R )
1 1 1 1 1 1 1 _3
4 3 -2 -1 0 1 2 3 4
X
FIGURA 2: L’operacié © en una corba elliptica amb equacio y? = x3 —

x + 1.

En caracteristica diferent de 2 i 3, es poden donar les coordenades de P © Q
de manera explicita. Suposem que P = (px, py) 1 Q = (4x,q,) sOn punts d’'una
corba elliptica Z. Si px = qx i py = —qy, llavors P © Q = O; en cas contrari,

4 Cal dir que en caracteristica 2 o 3 no totes les corbes elliptiques es poden reduir a 'expressio
y2=x3+ax+b.
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PoQ = (rx,7ry) on

Tx:: Sz_px_st

Yy = (px —Tx)S — Py
per a
_(ay=py)ax—px)!, siP=Q,
T (Bpi+a)2py)h, siP = Q.
Farem servir la notacio

St:=S0S0S0---0S.
t

El problema del logaritme discret és: donats dos punts de la corba R i S,
trobar un enter t tal que S* = R. El t s’anomena logaritme en associacié amb
el logaritme continu i I'operacié de multiplicacio. El problema del logaritme
discret, de fet, es pot plantejar a qualsevol grup. La seguretat de la criptografia
de corbes elliptiques es basa en la conjectura que trobar aquest t, donats Ri S,
és computacionalment dificil.

3.4.2 Protocol de firmes digitals El protocol té com a parametres (publics)
la corba elliptica definida per a, b i p, a més d’un element del grup amb ordre
primer conegut. Diguem que aquest element és G i el seu ordre és n, és a dir,
G" = 0.

La clau privada de I’Alice és un enter d escollit aleatoriament entre 0 i
n. La seva clau publica és el punt Q = G4. Per calcular-la I’Alice fa servir
la quadratura iterada com quan elevem enters a una poténcia gran. El pas
contrari, calcular d donat Q, és molt més dificil —concretament, és equivalent
al problema del logaritme discret.

Donat un missatge m, I’Alice primer prepara un enter aleatori k secret que
és nou per a cada nou missatge, s’assegura que k és coprimer amb n, i calcula
(Px,Py) = Gk. Després fa servir la clau privada per calcular la firma, que en
aquest cas té dues parts:

(f1, f2) i= (px, (M + dpx)k™1) (mod n).

Si f1 o f» son zero, ’Alice tria un altre k.
El Bob rep el missatge m i la firma (f1, f>). Per verificar que la firma és
autentica el Bob calcula el punt

T = (ty, ty) = G2 0 QNS2",
i comprova que t, = fi. Sila firma és valida el test surt correcte perqué T = GX:
T = GM:' o Nt
= gmfi' o gANs!
— Gim+dpfi!

= Gk.
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4 Funcions de hash

L’altre ingredient principal en el disseny de Bitcoin és el concepte de demostra-
cions de feina i, alhora, la creacié de monedes noves. La tecnologia, en aquest
cas, és molt senzilla i es basa en una idea ja forca utilitzada: les funcions de
hash.

Les funcions de hash tenen un munt d’aplicacions en el moén digital. Una
funcié de hash pren d’entrada seqiiéncies o fitxers de qualsevol mida i retorna
seqiencies de caracters d'una mida fixa i petita, com ara 256 bits (o equivalent-
ment 64 caracters hexadecimals, 0-9 i a-f). Per illustrar-ho amb un exemple,
imagineu-vos que dos amics que viuen lluny I'un de I’altre tenen fitxers que
contenen la mateixa pellicula pero no saben si els fitxers séon idéntics. Per
estar convencuts que ho sén no cal que s’enviin un dels fitxers sencer, que pot
tenir una mida d’'uns quants gigues. Els pot ser suficient aplicar una funci6
predeterminada, la funcié de hash, que s’aplica al fitxer i déna una linia de
256 bits, anomenada el hash del fitxer, que no té cap sentit o cap relacié obvia
amb el contingut del fitxer. Tot i aixi, com que la funci6 és determinista, si els
dos fitxers son idéntics, aquests 256 bits seran els mateixos. Les funcions de
hash criptografiques normalment estan dissenyades de manera que si els dos
fitxers es diferencien, encara que sigui només una mica, els dos hashos seran
completament diferents en practicament tots el casos.” Per exemple, el hash
de la frase de Douglas R. Hofstadter «If you think this sentence is confusing,
then change one pig» és:

b0c840435c3ce497fc451f333ad18702443c1d822161150b8fa23bdb4ace97f9
i el hash de la mateixa frase amb punt final és:
380c4122fc5a3211bf801d8a02cc34928fecfc3732f1b4c6183d9ca608805b7d

De la mateixa manera, si els dos hashos son idéntics, podem estar practica-
ment segurs que els dos fitxers son els mateixos fins a I'altim bit.

Encara que hi ha molts fitxers que tenen el mateix hash (perque hi ha molts
més fitxers possibles que seqiiéncies de 256 bits), una bona funcié de hash
criptografica té la propietat que és molt dificil trobar dos fitxers amb el mateix
hash. D’aquesta propietat se’n diu resisténcia a collisions. Una altra propietat
d’aquestes funcions és que, si tenim el hash, és molt dificil recuperar el fitxer,
0 més ben dit, trobar algun fitxer que tingui aquest hash. Aquesta propietat
s’anomena resisténcia a inversions.

Aqui ens trobem amb una altra conjectura. L’existéncia de funcions de hash
que tenen aquestes dues propietats no esta demostrada matematicament. A la
practica, al llarg dels anys s’han dissenyat diverses funcions de hash i algunes
han estat «trencades» en el sentit que s’han trobat collisions o algoritmes

5 Hi ha funcions de hash per a altres aplicacions que tenen propietats diferents, per exemple,
els locality-sensitive hashes, que funcionen exactament al revés: fitxers semblants tenen el mateix
hash. En aquest article quan diem hash entendrem hash criptogrdfic.
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eficients per calcular-ne inversos. Actualment, la funcié de hash més utilitzada
es diu SHA-256 i és la que fa servir el protocol de Bitcoin.

Curiosament, les constants internes que fan servir les funcions de hash
tenen explicacions senzilles, com per exemple els digits del desenvolupament
de 1T 0 els digits de les arrels quadrades dels primers nimeros primers. S’han
escollit aixi per convéncer el public que la funci6 no esta dissenyada per cap
agent malicids, per exemple la NSA (National Security Agency), que tingui una
clau secreta amb la qual pugui invertir la funci6 (cosa que igualment no es pot
descartar del tot).

Els resultats d’aplicar una bona funcié de hash a diferents fitxers son
numeros que semblen generats a 'atzar. Si suposem que aquesta fos realment
la distribuci6 dels resultats, podem calcular la probabilitat de trobar-nos dos
fitxers amb el mateix hash quan generem un gran nombre de hashos. Aquest
experiment és conegut per experiment dels aniversaris. Imaginem-nos que els
fitxers son persones i que els seus hashos son els seus aniversaris. A quantes
persones necessitem preguntar-los 'aniversari per tenir una bona probabilitat
de trobar-ne dues amb el mateix aniversari? Resulta que amb 23 persones ja
tenim una probabilitat superior al 50 % d’exit. D’aquest fet se’'n diu paradoxa
dels aniversaris.

Ens interessa el resultat del mateix experiment si I'any, en comptes de tenir
365 dies, en tingués molts més. Per posar un exemple, en el cas de la funcié
SHA-256, el hash del fitxer pot ser qualsevol nimero de 256 bits. D’aquests
n’hi ha 22°6 > 1076,

A continuaci6 aproximem la probabilitat de collisi6 si tenim n dies diferents
a l'any i m persones. Demostrarem que la probabilitat que dos aniversaris coin-
cideixin passa de menys del 50 % a més del 50% dins l'interval m € [/n, 2 /n].

Denotem la probabilitat que hi hagi una collisio per g(n, ) ila probabilitat
que no n’hi hagi cap per p(n,m) = 1 — q(n,m). Si les primeres k persones
tenen aniversaris diferents, la probabilitat que I’aniversari de la persona segiient
a la qual ho preguntem coincideixi amb alguns dels k anteriors és k/n. Hi ha
collisi6 si un d’aquests casos succeeix: la primera collisi6é es produeix o bé a
I’hora de preguntar a la segona persona pel seu aniversari, o bé a I'hora de
preguntar a la tercera, o bé a I’hora de preguntar a la quarta, etc. Per tant, la
probabilitat que algun d’aquests casos es doni és la suma de probabilitats de
tots els casos. D’altra banda, la probabilitat de tenir la primera coincidéncia en
preguntar a la persona k-ésima és menor o igual que (k — 1) /n. Per tant,

1 2 m-—1 1 (m-1)m
agn,m) < —+ — + +— ==X —.
n n n n 2

Substituint m per /n (suposant, per simplificar, que n és un quadrat
perfecte), obtenim que:

(Vn-1)yn < 1
2n 2

Per tant, si m < /n, la probabilitat de collisi6 encara esta per sota del 50 %.

an,/n) <
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D’altra banda, podem fitar la probabilitat que no hi hagi cap collisi6é pensant
en les ultimes m /2 persones i exigint que els seus aniversaris siguin diferents
dels de les primeres m /2 (suposant, per simplificar, que m és parell). Per tant,

p(n,m) < (n—m/Z)m/Z_
n
Posem m = 2./n i tenim
1\ 1
p(n,2yn) < (1 - ﬁ) <el< 5

Per tant, si m > 2/n es compleix p(n,m) <1/2iqn,m) > 1/2.

En el cas de SHA-256, n > 1075, i per tant per tenir una probabilitat del 50 %
de veure dos fitxers amb el mateix hash hem de provar més de 1038 fitxers.
Aixo fa que sigui practicament impossible trobar dos fitxers amb el mateix
hash fent servir aquest metode.

4.1 Paraules clau

Una de les aplicacions més importants de les funcions de hash és el seu us per
guardar paraules clau d’usuaris. La bona practica és evitar guardar les paraules
clau tal com sén, en un fitxer, perque hi ha el perill que algu el pugui obrir. La
manera de protegir-se d’aquest atac és la segiient: en comptes de guardar les
paraules clau, se’n poden guardar els hashos. Quan 'usuari envia la paraula
clau c al servidor, aquest aplica la funcié de hash H i compara el resultat H(c)
amb el hash que té guardat en el fitxer de hashos. D’aquesta manera encara
que algu obtingués el fitxer, igualment no hi tindria accés perque no podria
recuperar les paraules que generen aquests hashos.

Si donem el disseny per fet, un atacant podria generar un diccionari de
moltes de les possibles paraules clau (tipicament combinacions d'uns vuit
caracters) junt amb els seus hashos i consultar aquest diccionari per recuperar
les paraules clau, donats els seus hashos. Per evitar aquest atac, junt amb
el hash es guarda un nimero aleatori s (relativament gran), anomenat sal, i el
hash es calcula sobre la paraula clau concatenada amb la sal.

Finalment, per evitar que alga pugui fer moltes proves amb paraules clau
de manera automatica, la funcié de hash s’aplica recursivament unes quantes
vegades. En lloc de H(c + s) es guarda H(H(H...H(c + s)...)), amb la funcio
de hash aplicada unes mil vegades o més per tal que la comprovacio6 trigui un
temps que no sera notable per a un usuari honest pero que pot impedir un
atacant automatic.

4.2 Demostracions de feina en Bitcoin

El que fa Bitcoin especial és un metode enginyds per aconseguir que la veri-
ficaci6 de les transaccions sigui una tasca distribuida, compartida entre tots
els participants, que no s’hagin de refiar d’'un banc central, i crear incentius
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per collaborar en aquesta tasca. La técnica per aconseguir-ho es basa en les
funcions de hash.

Com ja hem explicat a la introduccio, el primer que fa un usuari quan rep
una transaccio és verificar-la. Tot i aixi, una transaccié de bitcoins es converteix
en oficial només quan la transaccio6 s’afegeix a la cadena de blocs com a part
d’un bloc. El procés de creacié de blocs, el qual anomenem trencaclosques, és
una tasca d'una gran complexitat computacional, que expliquem a continuacio.

La tasca consisteix a trobar una seqiiéncia de caracters tal que, si adjuntem
el contingut del bloc (la serie de transaccions) a aquesta seqiiéncia i apliquem
la funci6 de hash SHA-256, el resultat és un nimero més petit que un niime-
ro donat: I'objectiu (target). La mida de 1'objectiu determina la dificultat del
problema i es regula cada dues setmanes per tal que algu a la xarxa trobi una
solucid, de mitjana, cada 10 minuts. L’objectiu és cada cop més petit perque la
tecnologia dels processadors d’ordinadors millora, i cada cop hi ha més usuaris
i més recursos computacionals empleats a la tasca.

Com veieu, la tasca és molt semblant a la inversi6 de hashos. Per tant,
el més probable és que ninga no tingui cap altra manera de resoldre’l que
no sigui provant multiples seqiiéncies aleatories de caracters fins que una
d’elles tingui un hash amb la propietat desitjada. El procés per resoldre aquests
trencaclosques computacionals es coneix per mineria (mining), perque amb
cada bloc es creen bitcoins nous (el premi) i recorda la tasca de buscar or en
una mina (una tasca bastant feixuga i inutil per si sola).

Per que cal que la tasca de crear blocs nous sigui computacionalment dificil?
La idea és que d’aquesta manera s’evita que un participant domini el procés
de verificacié i manipuli la cadena de blocs, per exemple incloent-hi dues
transaccions diferents que fan servir els mateixos bitcoins (un atac conegut
per doublespending). La idea no és totalment nova i es coneix per demostracio
de feina (proof of work). Originalment es va inventar per combatre el correu
brossa (spam) [2]. En aquest context, per enviar un correu, primer es demana al
servidor que I’envia que resolgui un problema computacional que normalment
requereix uns segons; aixi s’evita que algili pugui enviar un gran nombre de
correus en molt poc temps.

Sovint passa que dos blocs, tots dos valids, es creen aproximadament al
mateix temps. Llavors hi ha una bifurcacié en la cadena de blocs i alguns
participants treballen per continuar una cadena mentre que d’altres treballen
per continuar-ne I'altra. El protocol exigeix que es continui la que sigui més
llarga. Normalment, en pocs minuts (suficients per crear tres o quatre blocs
nous) una de les dues branques guanya I’altra en longitud i ja es pot considerar
que és la cadena oficial perqueé la segona mai no arribara a atrapar la primera.

5 Tecnologies criptografiques més avancades

Com ja hem destacat a la introduccio, és important pensar en Bitcoin com el
primer pas important (o almenys el primer pas d’impacte real) cap al desenvo-
lupament de protocols distribuits de caracter economic o financer. Aquest és
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un tema de recerca actiu i no pas una qiiestié tancada. En aquesta secci6 farem
una introduccié breu a una tecnologia criptografica encara més sofisticada que
té el potencial d’acabar eliminant alguns dels defectes actuals de Bitcoin.

En la seva encarnaci6 actual, Bitcoin proporciona molt poca anonimitat als
usuaris. Tota la informacié de les transaccions esta disponible publicament.
Pero, com veurem, aixo no és un tret necessari, perqué es pot resoldre fent
servir la tecnologia de proves de coneixement nul (zero-knowledge proofs).

5.1 Proves de coneixement nul

De vegades volem demostrar a algu que sabem una cosa sense donar-ne més
informaci6 que el fet que la sabem. Un exemple del moén fisic (per distingir-lo
del mo6n dels ordinadors) pot ser la tasca de demostrar a un nen que sabem
on és en Wally sense revelar-ne la localitzacié en el poster. Com ho farem?
Si disposéssim d’una fotocopiadora, podriem fer una copia del poster, tallar
la figura del Wally, destruir la resta de la copia, i només ensenyar la figura al
nen [8]. Perque sigui un bon protocol, caldria que no donés cap informaci6
sobre la ubicaci6 del Wally al nen, i també convéncer-lo que no hem fet trampa.
En el mon fisic no és facil fer-ho de manera precisa. Per exemple, hem de posar
condicions sobre el que pot i no pot haver-hi dins ’habitaci6é de la fotocopiadora
perqueé el nen estigui segur que, posem per cas, no hem retallat la figura del
Wally d’un altre poster.

9

FIGURA 3: Dos grafs que son isomorfs.

El Premi Turing de ’any 2012 (considerat I’equivalent del Premi Nobel en la
informatica) es va atorgar als inventors de la definici6 matematica del concepte
de proves de coneixement nul. En un article de ’any 1985, Goldwasser, Micali
i Rackoff [4] van donar el primer exemple d’aquest tipus de demostracié per
a dos problemes computacionals de la teoria de nuimeros: el problema del
residu quadratic i el problema del no-residu quadratic. Donat un ntmero a i
una base N, es vol demostrar que existeix (pel problema del residu quadratic)
0 que no existeix (pel problema del no-residu quadratic) un niimero b tal que
b? = a (mod N).
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La definicié de prova de coneixement nul fa servir el concepte de sistema
de demostracions interactives de la complexitat computacional. Per no haver
d’entrar en aquests temes, aqui en farem una descripci6 informal mitjancant
un exemple. L’any 1986 Goldreich, Micali i Wigderson [3] van presentar les
primeres proves de coneixement nul per a problemes que no venien de la
teoria de numeros. En concret, ho van fer per als problemes d’isomorfisme i
no-isomorfisme de grafs.%

FIGURA 4: Dos grafs que no son isomorfs.

Diem que dos grafs son isomorfs si existeix una correspondéncia (bijecci6)
entre els vertexs dels dos grafs tal que cada parell de vertexs connectats en
un dels grafs correspon a un parell de vertexs connectats en l'altre i cada
parell de vertexs no connectats en I'un correspon a un parell de vértexs no
connectats en l'altre. D’aquest tipus de correspondencia se'n diu isomorfisme.
També podem pensar que els dos grafs realment son representacions diferents
del mateix graf, amb diferents etiquetes als vertexs. Per exemple, a la figura 3,
una correspondencia entre els dos grafs que és un isomorfisme és: A amb 1,
Bamb 2, C amb 5, D amb 6, E amb 4, F amb 3, G amb 8, H amb 10, I amb 7,
J amb 9. D’altra banda, els dos grafs de la figura 4 no sén isomorfs. Una manera
de conveéncer-nos d’aquest fet és notar que un dels grafs conté triangles i I'altre
no.

Per a grafs petits, sempre podem comprovar si dos grafs s6n isomorfs o no
mirant totes les possibles correspondeéncies entre els vertexs. Per a dos grafs
de n vértexs hi ha n! possibles correspondeéncies i, per tant, aquesta estrategia
no és practica per a n gran. Hi ha estrategies que funcionen per a molts parells
de grafs, pero no es coneix cap algoritme eficient (que trigui temps polinomic
en la mida dels grafs) que pugui detectar tots els parells de grafs isomorfs.

Suposem que tenim dos jugadors: la demostradora (prover) Peggy i el
verificador (verifier) Vic. La Peggy coneix un isomorfisme entre els dos grafs G;
i Gy i vol demostrar al Vic que els grafs sén isomorfs sense donar-li cap
informaci6é d’aquest isomorfisme, tret del fet que existeix. El protocol és el
seguent.

6 A més, van provar que aquestes demostracions existeixen per a tots els llenguatges NP,
comencant pel problema de coloracié de grafs.
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La Peggy envia al Vic un graf H que és isomorf a G; i a G». Perqué no doni
cap informaci6 al Vic sobre I'isomorfisme entre G; i Gp, la Peggy pot generar-lo
etiquetant de manera aleatoria els vertexs de G;. Com que ella sap com ha
generat H, ella té un isomorfisme entre els vertexs de G; i de H. Com que
també coneix un isomorfisme entre els vertexs de G; i G, també pot trobar un
isomorfisme entre els vertexs de H i Go.

En el segon pas, el Vic demana a la Peggy que li ensenyi I'isomorfisme
entre H i G; o entre H i G». Ell escull quin dels dos li demana.

En cap cas la Peggy li envia tots dos isomorfismes perque, amb tots dos, el
Vic podria recuperar I'isomorfisme entre G; i G2. Pero el que és clar és que, si
els dos grafs son realment isomorfs, la Peggy sempre pot enviar I'isomorfisme
que li hagin demanat.

Si la Peggy intenta conveéncer el Vic que dos grafs son isomorfs quan real-
ment no ho son, el Vic 'enxampara almenys en el 50% dels casos independent-
ment del que faci la Peggy. Per estar encara més segur que la Peggy no menteix,
el Vic pot repetir els dos passos tantes vegades com vulgui. Si en k repeticions
amb diferents H la Peggy sempre aconsegueix enviar-li un isomorfisme, el Vic
estara 100 x ( - 2—1k> % segur que la Peggy no menteix (perque la probabilitat

que ella endevini totes les preguntes del Vic és 1 entre 2X). Per exemple, amb
k = 10 repeticions, el Vic té una probabilitat del 99,9 % d’enxampar la Peggy.

Adquest protocol té les propietats segiients que fan que sigui una prova de
coneixement nul:

e Si G i G» son isomorfs, el Vic sempre estara convencut d’aquest fet al
final.

e Si G1 i G2 no s6n isomorfs, el Vic estara convencut que ho sén només
amb una probabilitat minima (tan petita com vulgui).

e La comunicaci6 del protocol tal com la veuria un tercer la pot generar el
Vic tot sol i, per tant, el Vic no obté cap informaci6é que no tingui ja.

La propietat de coneixement nul és I'dltima en aquesta llista i és la més
dificil de demostrar en la majoria dels casos. S’ha de demostrar que hi ha una
simulaci6 eficient de la comunicacio. Es a dir, es pot generar una seqiiéncia
d’intercanvis amb la mateixa distribuci6é de probabilitat que la del protocol real,
i a més aixo es pot fer tenint no més informacié que la que té el Vic. En el cas
especial de I'isomorfisme de grafs aixo resulta facil. El Vic pot simular tota la
comunicaci6é generant primer les seves preguntes i després els grafs H isomorfs
al graf que correspon a cada pregunta, junt amb l'isomorfisme entre H i aquest
graf.

5.2 Proves de coneixement nul per a 'lanonimitat de les criptomonedes

Una de les criptomonedes més sofisticades, la Zerocash, es va presentar la
primavera de 2014 i la seva descripci6 esta disponible a [1]. La idea al darrere
de Zerocash és fer servir proves de coneixement nul per demostrar que es té
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una moneda sense revelar quina és. D’aquesta manera les transaccions no es
poden associar les unes amb les altres i no es poden seguir els tracos de les
monedes. S’aconsegueix I'anonimitat que li falta al protocol de Bitcoin. Les
proves de coneixement nul sén bastant més complicades que les que hem vist
aqui, per diverses raons. Primer, no son interactives. Segon, estan dissenyades
per ser molt més curtes perque s’han de guardar en la cadena de blocs. I tercer,
les afirmacions que s’han de demostrar s6n bastant més complicades perquée
comporten demostrar que un programa s’ha executat correctament.

El Zerocash és un exemple de moneda que encara no s’ha implementat, pero
demostra les possibilitats de sofisticacié que es poden arribar a incorporar a
la idea original de Bitcoin si explotem tot el nostre coneixement matematic
modern.

6 Rellevancia

Bitcoin és un dels molts canvis economics i socials que es produeixen gracies a
les noves tecnologies. Al segle xx1 veiem les llavors d’'una societat més comu-
nicativa i més funcional. Alguns exemples son: les inversions de la ciutadania
en projectes d’'interés comu mitjancant el micromecenatge (crowdfunding) en
plataformes com Kickstarter; el periodisme obert mitjancant blogs i Twitter; les
estructures d’organitzacio de la informaci6 basades en reputacio (reputation
systems) en plataformes com Stack Overflow i Quora. Una altra és la comunitat
economica que s’esta formant al voltant de Bitcoin.

Les possibilitats de canvi que ens garanteix la connectivitat immediata
proporcionada per Internet sén infinites, pero és un terreny desconegut que, a
més d’oportunitats, comporta perills. Un d’aquests perills és que no tothom
pugui participar en la formulacié de les estructures noves i que sigui només
una elit tecnologica o financera la que faci servir aquestes oportunitats per
crear un mon parallel amb una democracia selectiva. Es un repte per als joves
i per als educadors garantir que la poblacié pugui entendre i actuar envers
aquests canvis, que, a més, es produeixen a un ritme cada cop més vertiginoés.
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Resum: La publicacio, I'any 1591, de 'obra In artem analyticen isagoge de Francois
Viete (1540-1603) va constituir un pas endavant important en el desenvolupament del
llenguatge simbolic. A comencaments del segle xviI la difusié de I’obra de Viéte va pro-
vocar que altres autors, com ara Pietro Mengoli (1626/1627-1686), també consideressin
la utilitat dels procediments algebraics per resoldre tot tipus de problemes. Mengoli va
seguir el cami de Viete tot construint una geometria d’espécies, Geometriae speciosae
elementa (1659), que li va permetre emprar conjuntament l’algebra i la geometria per
resoldre problemes de quadratura. Mengoli, com Viéte, va considerar la seva algebra
una técnica en la qual els simbols eren utilitzats no inicament per representar nombres
sind també valors de qualsevulla magnitud. Va tractar amb especies, formes, taules
triangulars, quasi raons i raons logaritmiques. Tanmateix, ’aspecte més innovador
del seu treball va ser I'iis de les lletres per tractar directament les figures geome-
triques mitjancant les seves expressions algebraiques. En aquest article, analitzo la
construccio6 algebraica d’aquestes figures geometriques, 1'is de les taules triangulars i
la demostracioé molt original que va fer Mengoli per trobar el maxim d’aquestes figures
geometriques abans del desenvolupament del calcul de Newton i Leibniz. Aquestes
analisis illustren les idees matematiques de Mengoli sobre la funci6é especifica del
llenguatge simbolic com a mitja d’expressio i com a eina analitica.

Paraules clau: figures geometriques, taules triangulars, Pietro Mengoli, matematiques
del segle xvI1, maxim d’una figura, logaritmes, expressio algebraica.

Classificacio MSC2010: 01A45, 3303, 2603.

Introduccio

El desenvolupament de les matematiques al segle XVII pot ser entés grosso
modo per I'impuls de la conjunci6é de tres forces: a) I'heréncia de la matematica

Part d’aquesta investigacio va ser presentada préviament al congrés internacional de Manchester
ICHSTM 2013 dins del simposi «The history and philosophy of mathematical optimization».
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classica exemplificada per les traduccions llatines del Renaixement de les obres
d’Euclides i Arquimedes; b) ’emergencia de I’algebra i la seva utilitzacio en
la geometria conduents a una algebritzacio de la matematica, i ¢) I’extensio
del domini propi de les matematiques a I'tis d’algoritmes infinits i a I’estudi
d’objectes geomeétrics de dimensio infinita. En una época en la qual s’havia
recuperat el pensament classic a través de les traduccions dels textos grecs,
s’introduiren a la vegada en el pensament matematic unes técniques algebrai-
ques molt fertils amb un significat que, a vegades, s’oposava a la comprensio
de les tecniques classiques [16, 17].

Una de les transformacions essencials de les matematiques del segle XvII va
ser I'establiment d'un nou llenguatge simbolic com a eina matematica. El nou
llenguatge de simbols, que no era només una nova manera d’escriure sin6 que
aportava nous objectes i nous procediments, es va comencar a emprar també
a les operacions i construccions geometriques per obtenir nous resultats. De
fet, dues de les novetats a les matematiques del segle xviI, la creaci6 de la
geometria analitica i els primers desenvolupaments del calcul infinitesimal, van
ser impulsats per les connexions entre les expressions algebraiques i les corbes
que descriuen les figures geometriques, en utilitzar procediments algebraics
per a resoldre problemes geometrics.

Un dels punts d’inflexié per al desenvolupament d’aquest llenguatge sim-
bolic el va constituir la publicacio, I'any 1591, de I'obra In artem analyticen
isagoge de Francois Viéte (1540-1603). En aquesta obra es va fer evident I’avan-
tatge d’utilitzar simbols dins la matematica, no Uinicament per representar
les incognites, siné també per representar les quantitats conegudes, la qual
cosa permetia tractar les equacions de manera general [32, 12] i [25]. A més
Viéte va introduir una algebra «nova», emprant la que va anomenar «logistica
especiosa», és a dir, calculs amb «espeécies», enfront de la «logistica numero-
sa», és a dir, calculs amb ntimeros que ja es desenvolupaven a les algebres
renaixentistes anteriors. El sistema de Viete era un metode de calcul d’espeécies,
tipus o classes d’elements més que de calculs directes amb cada element. Les
especies de I’algebra de Viete eren tot tipus de magnituds, numeériques —com
ara els numeros naturals i racionals—, pero també geomeétriques —com ara les
longituds, les arees, els volums o els angles.

L’obra de Viéete va tenir una gran difusio! i, a principis del segle xvI1, un
bon nombre de matematics va comencar a adonar-se que els procediments
algebraics eren una eina molt Util per resoldre problemes geomeétrics. Entre
aquests podem citar Pierre de Fermat (1601-1665),% tot i que la figura més
influent en la recerca sobre les relacions entre 1'algebra i la geometria va ser

1 L’algebra de Viéte va ser la guia per a resoldre equacions a I'aritmetica, a la geometria i a
la trigonometria. Un exemple és ’obra enciclopedica de Pierre Hérigone (1580-1643), Cursus
mathematicus, Paris (1634, 1637, 1642), que consta de sis volums, entre els quals un d’algebra.
Sobre I'obra d’Hérigone vegeu una analisi comparativa entre 1’algebra de Viéte i la d’Hérigone
a [23], el tractament dels Elements d’Euclides a ’obra d’Hérigone a [24] i la influéncia de I’'obra
de Viéte en I'obra d’Hérigone i la d’aquest en la de Mengoli a [25].

2 Fermat no va publicar mentre vivia i els seus treballs circulaven en forma de cartes i manus-
crits. Sobre Fermat vegeu [10, p. 65-71 i 286-292] i [15, p. 229-232].



Nous resultats i procediments en les matematiques del segle xvil 53

René Descartes (1596-1650), autor de la coneguda obra La géométrie, que
figurava com un apéndix en el seu Discours de la méthode (Leiden, 1637).
Aquest treball de Descartes va suposar un punt de partida per contemplar
la geometria des d’una altra perspectiva [11, 8, 3]. A partir de la seva obra, i
durant un segle aproximadament, es va dur a terme el procés d’algebritzacio de
les matematiques [17, 22], un periode en el qual es va passar d’'una manera de
pensar les matematiques gairebé exclusivament geometrica a un pensament
matematic més algebraic. Aquesta evolucié va ser lenta i desigual. Alguns
autors van adoptar les tecniques algebraiques en la seva obra i, a la vegada,
van intentar justificar-les o transformar-les d’acord amb la matematica classica.
D’altres, malgrat coneixer I’existéncia d’aquests procediments, els consideraven
aliens al pensament matematic i, fins i tot, els refusaven. Finalment, alguns
acceptaven aquesta nova manera de pensar com un complement més per al
desenvolupament de les seves técniques matematiques [22].

Situat en aquest ultim grup, Pietro Mengoli (1626/1627-1686), matema-
tic bolonyeés deixeble de Cavalieri, seguint les idees algebraiques de Viete, va
construir una algebra d’«especies» a la geometria, que li va permetre emprar
complementariament I’algebra i la geometria [19, 21]. El nom de Mengoli apa-
reix en el registre de la Universitat de Bolonya en el periode 1648-1686, on
va succeir el seu mestre Cavalieri a la catedra de matematiques. Es va graduar
en filosofia I'any 1650 i tres anys més tard, en lleis civils i canoniques. En
un primer periode va escriure tres obres de matematica pura: Novae quadra-
turae arithmeticae seu de additione fractionum (Bolonya, 1650), Via regia ad
mathematicas per arithmeticam, algebram speciosam et planimetriam ornata
maiestati serenisimae D. christinae reginae suecorum (Bolonya, 1655) i Geome-
triae speciosae elementa (Bolonya, 1659), i més tard, el Circolo (Bolonya, 1672).
L’any 1660 va ser ordenat sacerdot i, des d’aquest moment i fins a la seva mort,
va ser prior de I'església de Santa Maria Magdalena de Bolonya [29].

A les seves obres, Mengoli va establir les propietats de les figures geome-
triques definides mitjancant expressions algebraiques que en notacié actual
s’escriuen y = Kx™(1 — x)™, i va trobar-ne a més les quadratures. Aixi va
demostrar que les arees entre 0 i 1 d’aquestes figures, amb els coeficients
pertinents, valen 1 quan m i n séon naturals. En notaci6é actual [19, 21]:

1
m+n+1) (m;n)J x™(1-x)"dx = 1.
0

Per a racionals de denominador 2, va demostrar [19, 26]:

1
m2+1) (73)

1
J \/x"(l —x)m-ndx =
0

Mengoli va classificar les figures geometriques descrites per les corbes y =
Kx™(1 — x)" segons el grau i el tipus d’expressio algebraica, i en va descriure
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la seva representaci6 situant-les en unes taules triangulars. Va establir també
un procediment per a trobar el seu maxim en un interval donat, sense les eines
del calcul infinitesimal que es desenvoluparien pocs anys més tard.

L’objectiu d’aquest article és analitzar la construcci6 algebraica d’aquestes
figures geometriques, 1'as de les taules triangulars i la singular demostraci6
emprada per Mengoli per a trobar el maxim d’aquestes figures geometriques, en
el context de les matematiques del segle XxviI. Mostrarem que 1'is del llenguatge
simbolic i de les taules triangulars son factors determinants en la demostracio
de Mengoli, en la justificaci6 de la seva exactitud, de la validesa del procediment
i de la generalitat del resultat.

1 Les expressions algebraiques de les figures geomeétriques
de Mengoli

A les matematiques del segle xvi1i, la relacio entre les ordenades i les abscisses
d’'una figura geometrica o de la corba que la descriu, tal com s’entén actual-
ment, encara no estava establerta. El que feien els diferents autors eren intents
d’introduir I'algebra en la geometria per construir les corbes emprant el nou
llenguatge algebraic [2, 3]. Alguns autors definien i feien servir les corbes a
través de les seves propietats, d’altres definien les figures geometriques o les
corbes que les determinaven a través de la descripcié de la seva construccio
punt a punt o bé del seu moviment pero encara no definien expressions al-
gebraiques que s’identifiquessin amb les figures geomeétriques mitjancant un
sistema de coordenades i encara menys prescindien del seu dibuix a ’hora
de treballar-hi. Com es mostrara, Mengoli presentava un procediment original
i innovador per a I'época, emprant I'algebra en la geometria d'una manera
singular.

La Geometriae speciosae elementa (1659) de Mengoli, d’ara en endavant
Geometria, obra de 472 pagines de matematica pura, esta composta per sis
capitols, que anomena elements, i una introduccio titulada «Lectori elementa-
rio».3 Ja en el titol, «Elements de geometria d’espécies», indica el singular us del
llenguatge simbolic en aquesta obra i, en particular, en la geometria. Mengoli,

3 En el primer capitol d’aquesta obra, titulat «De potestatibus, a radice binomia et residua»,
Mengoli donava les 10 primeres poténcies d’'un binomi, expressades en lletres, tant pel que fa a
la suma com pel que fa a la diferéncia, i explicitava que era possible estendre aquest resultat a
poténcies més grans. El segon, titulat «De innumerabilibus numerosis progressionibus», conté
calculs de nombroses sumes de poténcies i productes de poténcies amb una notaci6 propia, aixi
com demostracions d’algunes identitats. En el tercer, que té com a titol «De quasi proportionibus»,
a partir de la definici6 dels conceptes «rad quasi nulla», «raé quasi infinita», «radé quasi la
igualtat» i «ra6 quasi un numero», desenvolupava una teoria de quasi proporcions, basant-se
en la teoria de proporcions del Llibre v d’Euclides. En el quart capitol, titulat «De rationibus
logarithmicis», basant-se també en el Llibre v d’Euclides, elaborava una teoria completa de
proporcions logaritmiques. En el cinque, titulat «De proprijs rationum logarithmis», construia el
logaritme d’una ra6 amb la teoria anterior i demostrava les seves propietats. Finalment, en el
sisé, titulat «De innumerabilibus quadraturis», calculava les quadratures de figures mixtilinies
desenvolupant 'algebra de Viéte a través d’unes taules triangulars i la teoria de quasi proporcions.
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encara que no intencionadament, va crear un nou camp dins de la matematica,
una «geometria especiosa» modelada per I'algebra especiosa de Viete, ja que
tracta la geometria amb el llenguatge especios, on els simbols representaven
no unicament numeros sin6 també els valors de qualsevol magnitud, ja sigui
longitud, area o volum.

En aquest apartat es mostra a continuacié com, a la seva Geometria, Mengoli
identifica i construeix les figures geomeétriques descrites per les corbes, d’equa-
ci6 ¥y = Kx™(1 — x)", emprant unes expressions algebraiques propies, i de
quina manera fa servir aquesta identificaci6. També s’analitza com I'as d’unes
taules triangulars per classificar aquestes figures en grups permet tractar-ne
les propietats.

1.1 Sistema de coordenades

Mengoli va comencar I’element sise, titulat «De innumerabilibus quadraturis»,
explicant el seu sistema de coordenades, definint 1’abscissa i descrivint indi-
vidualment les ordenades de les figures geomeétriques a través de les seves
abscisses. Mengoli proposa un segment de qualsevol longitud, amb el nom
de Rationalis, i el va posar en una linia recta que va anomenar Tota i que
representa amb la lletra t (de vegades amb la lletra u, si valia 1). Va definir una
base com un segment de linia recta de mida t o 1 i utilitza la paraula abscissa
com la x que s’empra actualment, encara que dins d’aquesta base.* Sempre
treballava dins d'una base finita on I’abscissa es representava per la lletra a i
el residu per lalletra v,igualat —a o bé a 1 — a segons fos la base un valor
donat t o bé la unitat 1. Mengoli ho definia aixi [27, p. 367]:

3. I sigui donada una posicid, a la qual se ’anomenara Base [AR].>

4. | un dels punts [A] de I'extrem [de la base] se I'anomenara fi de les
abscisses [origen de la base].

5. la l'altre punt [R] se 'anomenara fi dels residus [final de la base].

6. | a la quantitat que [va] des de qualsevol punt de la base fins a la fi
de les abscisses [AB], en la mida en qué és estesa la mateixa base, se
I’anomenara abscissa [a].6

En concret, Mengoli considerava la base AR, on A és la fi de les abscisses, R és
la fi dels residus, AB és I'abscissa i BR és el residu (figura 1).

4 Encara que la paraula abscissa havia estat emprada per altres contemporanis, sembla que no
havia estat utilitzada abans com ho fem actualment. La paraula abscissa ja havia aparegut en
algun text de Fermat el 1644 [10, p. 195], de Torricelli el 1646 [31, p. 366], de Cavalieri el 1647 [4,
p. 858-859] i de degli Angeli el 1659 [1, p. 175-179].

5 Els nombres que apareixen al comencament son els nombres d’ordre de les definicions de
Mengoli.

6 «3. Sitque data positione; quae dicetur, Basis. 4. Eiusque alterum extremorum punctorum,
dicetur, Finis abscissarum. 5. Alterum, Finis residuarum. 6. Et ab unoquoque puncto in basi
sumpto, usque ad finem abscissarum, quatenus ipsa basis extenditur, quantitas dicetur Abscissa.».
Totes les traduccions del llati al catala soén de 'autora.
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FIGURA 1: Definici6 d’abscissa.

Pel que fa a 'ordenada, Mengoli utilitzava aquest terme en lloc d’«applicata»,
que s’emprava en aquella época.” Definia les ordenades per cada valor de
I’abscissa de la base, comencant per les ordenades de les figures conegudes,
com és ara el quadrat (o el rectangle) i el triangle, a partir de la seva construccio
sobre cada punt de la base.? Aixi explicava Mengoli com tracar les ordenades
d’un quadrat [27, p. 368]:

10. Sobre una base és descrit un quadrat, i suposo que des d’un qualsevol dels
punts de la base és tracada una recta fins al costat oposat, mantenint-la
sempre parallela als costats del quadrat; la qual sera anomenada «ordena-
da dins del quadrat».?

En el cas de les figures mixtilinies (figures determinades per una part recta i
per l'altra part corba), Mengoli no va definir les ordenades mitjancant la seva
construccio, sin6 que va explicar que eren iguals a les abscisses o a les potencies
de les abscisses; aixi per a les ordenades de la parabola deia: «<una ordenada
qualsevol és abscissa al quadrat», en notaci6 actual, y = x2. Més endavant,
quan feia les demostracions de les propietats de les figures, la igualtat entre les
ordenades i les abscisses o les poténcies de les abscisses era també expressada
mitjancant la proporci6 segiient, essent 1 la mida de l'interval i v 'ordenada
corresponent a I’abscissa x:

(1:y)=(1:x)™

Las de les proporcions i de la teoria de proporcions euclidiana és una constant
en la matematica de Mengoli, ja sigui per establir la teoria de quasi propor-
cions i els logaritmes, com per descriure les operacions aritmetiques entre
especies [20].

1.2 Les expressions algebraiques de les figures geométriques
de Mengoli

Mengoli definia les figures geomeétriques que volia quadrar com «esteses per
les seves ordenades», les va anomenar «formes» i les va representar mitjancant

7 Descartes defineix les ordenades com «celles qui s’appliquen par ordre»; vegeu [8, p. 67], on hi
ha una nota que diu: «L’equivalent de «ordination aplication» era utilitzat en el segle xv traduint
Apolonius». La nota també cita que el Diccionari matematic d’Hutton (1796) déna aplicada com la
paraula corresponent a I'ordenada i diu que també s’utilitza «ordenada aplicada». De fet, Fermat
i Cavalieri utilitzaven «applicata». Mengoli en el Circolo les anomena «ordinatamente applicate».

8 Sembla que Fermat donava un sistema de coordenades similar per definir les corbes pero la
seva ordenada no era sempre perpendicular i, en aquests casos, donava I’angle que formava amb
I'eix d’abscisses; vegeu [10, p. 91-131].

9 «10. Super basi describatur quadratum: & ab uno quolibet puncto in basi sumpto, recta
ducatur, usque ad oppositum latus, reliquis lateribus quadrati parallela: quae dicetur, Ordinata
in quadrato.».
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una expressio algebraica FO.a™r", on FO. denota la forma, a ’abscissa x i v el
residu (1-x). Mai no va mencionar la paraula corba, siné que va parlar de figura
o forma, paraula que s’utilitzava en els segles anteriors i que s’identificava amb
la mesura de la qualitat d’'una quantitat, com ara a ’obra de Nicolas Oresme
(1323-1382) que du per titol Tractatus de latitudinibus formarum (1346) [6, 7].

Primer descrivia les figures conegudes com ara el quadrat i el triangle, i
finalment les «formes» esteses per qualsevol ordenada del tipus y = x™ (1 —
x)™. Mengoli expressava algebraicament el quadrat [27, p. 368]:

12. | el quadrat estés per les seves «ordenades» sera anomenat «Forma de
tots els racionals» i «kForma de totes les totes», i és representat amb els
caracters FO.u i FO.t.10

Definia el triangle com la «Forma de totes les abscisses» (estes per 'ordena-
da v = x) i el representa algebraicament amb el caracter FO. a. Les paraboles
son la «<Forma de totes les abscisses al quadrat», la «KForma de totes les abs-
cisses pels residus (uniprimes)», i la «<Forma de tots els residus al quadrat»;
els representa amb els caracters FO.a?, FO.ar, FO.7? [esteses per y = x?,
vy =x(1-x),y = (1-x)? respectivament]. I, en general Mengoli definia la
figura estesa per qualsevol ordenada emprant I’expressio «tales» [27, p. 369]:

23. |, generalitzant, si sobre la base es forma una figura, estesa no solament
per ordenades dins d’un quadrat, en la qual una ordenada qualsevol és
considerada com algun element dels de la taula proporcional [x™ (1 — x)"
essent x I'abscissal, [aquesta figura] sera anomenada «Forma de tots
tals proporcionals» i sera representada amb els caracters pertinents; per
exemple «Forma de totes les abscisses al cub (tertiae)», FO.a3 [estesa
per y = x3], «<Forma de tots els productes de les abscisses al quadrat pel
residu (biprimae)», FO. ar [estesa per y = x2(1 — x)], «Forma de tots els
productes de I’abscissa pels residus al quadrat (unisecundae)», FO. ar?
[estesa per v = x(1 — x)?], «Forma de tots els residus al cub (tertiae)»,
FO.73 [estesa per y = (1 — x)?], i aixi indefinidament.!!

Tanmateix, Mengoli volia assegurar-se que cadascuna d’aquestes expressions
algebraiques definides per descriure les figures geomeétriques, que eren objectes
algebraics nous, podia ser identificada amb la figura corresponent a través
d'una construccio6. Aixi a la tercera proposicio de I'element sisé demostrava que,
proposada una expressi6é algebraica associada a una forma o figura geometrica
i donada una abscissa, sempre es podia construir una ordenada corresponent a
aquesta abscissa dins d’aquesta figura geomeétrica. Mengoli ho plantejava amb

10 «12. Et quadratum, per suas ordinatas extensum, dicetur, Forma omnes rationales, & Forma
omnes totae. & significabitur characteribus FO.u & FO. t.».

11 «23. Et generaliter, si super basi concipiatur figura, extensa non nisi per ordinatas in quadrato:
& in qua, unaquaelibet ordinata, est assumpta quaedam in tabula proportionalium: dicetur, Forma
omnes tales proportionales. aptoque significabitur charactere. vt Forma omnes abscissae tertiae,
FO.a3: Forma omnes biprimae, FO.a?r: Forma omnes unisecundae, FO.ar?: Forma omnes
residuae tertiae, FO.#3 & sic deinceps.».
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la paraula problema, ja que es tractava d'una construccié i no d'un teorema,
i el resolia per a una forma concreta, FO. 10a%#3. El que calia era tracar una
recta y, perpendicular a la base, que per una abscissa donada x verifiqués la
proporcio: (1:y) = (1:x)%(1: (1 —x))3(1:10). Fent la composici6 de raons,
com que eren iguals els numeradors havien de ser iguals els denominadors, i
aixi trobava el valor de 'ordenada v = 10x?(1 — x)3. Mengoli aqui dibuixava un
eix horitzontal AR iuna linia perpendicular (no en el punt mitja) amb la lletra B
sobre la base i la lletra C al final de la linia perpendicular (figura 2). Mengoli
descrivia la construccio i la demostracié d’aquesta manera [27, p. 377-378]:

Problema 1. Proposicio 3.

Trobeu I'ordenada d’una forma [figura geométrica] proposada, per un punt
donat i en una base donada.!?

FIGURA 2: Proposici6 3 [27, p. 378].

Hipotesi.
Aixo és, proposada FO.10a2r3 [expressio algebraica], sobre una base dona-
da AR, en la qual un punt B és donat, és necessari trobar I’ordenada per B.13

12 «Probl. 1. Prop. 3. Formae propositae, in data basi, per datum punctum, ordinatam invenire.».
13 «Hypoth. Esto proposita FO. 10a?¥3, super data basi AR, in qua datum punctum B. Oportet
per B ordinatam invenire.». Es transcriuen tots els apartats de la demostracio.
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Construccio.

Donat AR, i donats AB, BR, es trobara la recta BC, a la qual AR té una rad
composta de les raons donades AR a AB al quadrat, AR a BR al cub, i de la
raé un décim. | sera tracada BC perpendicular a AR. Afirmo, doncs, que BC és
I'ordenada per B, dins de [la figura] FO. 10a%73.1%

Demostracio.

La raé AR a BC sera composta de les raons AR a AB al quadrat, AR a BR al cub,
i d’un décim; pero AR és u [1]; ABés a; BR és v [1—a]. Llavors laraé AR a BC
sera composta de les raons u a a, al quadrat, u a 7, al cub, i d’un décim. Pero
u a 10a?7r3 sera composta d’aquestes. Llavors AR a BC és tal com u a 10a273.
Perd AR és u, d’aqui BC és 10a2r3; en conseqiiéncia, BC és ’ordenada per B,
dins de FO.10a23.1>

De fet, a cada abscissa x li correspon el valor 10x2(1 — x)3, que és el que
mesura la recta perpendicular que va de B a C, essent C un punt de la linia
que descriu la figura, nosaltres diriem la corba, i I'anomena ordenada de
I'abscissa B dins de la figura FO. 10a%73. Mengoli no dona valors particulars
d’aquesta correspondeéncia. Fa la demostracié per a una figura qualsevol, pero
considera que és certa per a totes les altres figures fent les raons corresponents.

Cal remarcar que Mengoli en aquesta demostracio no només treballava amb
proporcions de segments siné que també identificava els segments amb les
lletres de I'expressio algebraica i igualava el producte de segments amb la
composicioé de raons, emprant la teoria euclidiana de proporcions. Tanmateix,
Mengoli no va definir una algebra de segments com va fer Descartes a la seva
Géomeétrie, és a dir, no va donar una interpretacié geometrica de cadascuna
de les operacions algebraiques que definia sin6 que va demostrar, per a una
mesura donada de l'interval, com construir ’'ordenada per un punt donat
emprant la composicié de raons i la seva definici6 d’ordenades iguals a les
abscisses de les seves figures geometriques. La seva introducci6 de I'algebra
dins la geometria té més similituds amb els procediments de Viete. Aquest
també emprava la teoria de proporcions com un lligam, pero feia diagrames
sense utilitzar sistemes de coordenades i verificava les construccions de les
solucions de les equacions de segon grau sense assumir cap connexioé entre les
ordenades i les abscisses. Quan es menciona la relaci6é entre les ordenades i
les abscisses en una corba, hom pensa immediatament en Fermat i en la seva
obra Ad locos planos et solidos isagoge de 1636. Tot i que Mengoli podria haver
pres la inspiraci6 en 'obra de Fermat, només va establir la relacio per a algunes

14 «Constr. Data AR, datisque AB, BR, inveniatur recta BC, ad quam AR, rationem habet com-
positam ex datis rationibus, AR ad AB duplicata, AR ad BR triplicata, & ex ratione subdecupla:&
collocetur BC perpendiculariter ad AR. Dico BC, esse ordinatam per B, in FO. 10a2#3 .».

15 «Demonstr. Ratio AR ad BC, componitur ex rationibus AR ad AB duplicata, AR ad BR
triplicata, & ex subdecupla: sed AR, est u; AB est a; BR est v: Ergo AR ad BC ratio, componitur
ex rationibus u ad a duplicata, u ad v triplicata, & ex subdecupla: sed ex ijsdem componitur u
ad 10a273: ergo AR ad BC est ut u ad 10a?73: sed AR est u: ergo BC est 10a2v3: ergo BC est
ordinata per B, in FO. 10a?¥3. Quod&c. Quare &c.».
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figures geometriques, com ara les determinades per vy = Kx™(1 — x)" i no
va mencionar haver trobat un principi general com va afirmar Fermat en la
seva Isagoge [10, p. 91]. Mengoli no va tractar ni problemes solids, ni llocs
geometrics, com va fer Fermat; a més, el meétode d’identificaci6é algebraica de
Mengoli no pot ser aplicat per a resoldre aquests altres problemes geometrics.

Tanmateix, la recerca de Mengoli és profundament original ja que, en cons-
truir 'ordenada dins d’una figura per una abscissa donada, va establir una
identificacio entre els nous objectes algebraics i les figures geométriques que li
permetia tractar les figures geomeétriques mitjancant les seves expressions alge-
braiques, sense necessitat de dibuixar-les. De fet, Mengoli va fer tres dibuixos
en tota la Geometria, i més tard en el Circolo (1672), on calcula la quadratura
del cercle, no en va fer cap [26].

1.3 Les taules triangulars de les figures geomeétriques

Després de definir les figures geomeétriques anteriors i assignar-les-hi les expres-
sions algebraiques corresponents, Mengoli procedeix a treballar amb aquests
nous objectes algebraics, ordenant-los en unes taules triangulars, inspirades pel
triangle combinatori (també conegut per triangle de Pascal).'6 Aquestes taules
eren una eina molt utilitzada per Mengoli dins la Geometria ja que li permetien
classificar els elements de la taula en tipus o grups, segons els exponents i el
lloc que ocupaven, i d’aquesta manera podia estudiar les propietats de molts
elements simultaniament.!”

Mengoli ordena les expressions algebraiques que representaven les figures
geomeétriques en una taula triangular infinita que anomena Tabula Formosa
(«taula de les formes»). Vegeu la taula de les formes com I’escrivia Mengoli a la
figura 3 i, a la figura 4, la nostra interpretacio grafica. L’expressio del vertex,
FO. u, representa un quadrat de costat 1. Les dues expressions algebraiques
de la primera fila representen dos triangles. El primer triangle, FO. a, esta
determinat per la bisectriu del primer quadrant v = x, 'eix d’abscisses i la linia
recta x = 11iel segon triangle, FO. 7, esta determinat per la liniarectay = 1-x
tracada des de 'extrem (1,0) al (0, 1) i 'eix d’abscisses. Les tres expressions
algebraiques de la segona fila estan determinades per les ordenades d'una
parabola, I’eix d’abscisses i la linia recta x = 1. La primera, FO. a2, determinada
per les ordenades y = x?; la segona, FO. ar, per les ordenades y = x(1 — x),
i la tercera, FO.r?2, per les ordenades y = (1 — x)? i de la mateixa manera
descriuriem les altres files.

16 El triangle combinatori ha passat a la historia com a triangle de Pascal ja que Blaise Pascal
(1623-1662) va explicar i va demostrar les seves propietats en un estil molt clar [30, 9]. Mengoli
probablement no coneixia el tractat de Pascal ja que havia estat publicat el 1665 pero el podia
haver conegut a través de la seva font, 'obra d’Hérigone, Cursus mathematicus (1634) [13].

17 En I'«Elementum primum» els elements de la taula eren nombres, representats per lletres,
que, multiplicant-los pels nombres combinatoris, li permetien calcular els sumands (a™r™) que
formen el desenvolupament d’una poténcia natural d’'un binomi qualsevol. En I'«<Elementum
secundum» els elements de la taula eren sumatoris de poténcies i de productes de poténcies
(0a™r™).
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FO.u
FO.a FO.r
FO.a? FO.ar FO.r?
FO.a® FO.a?r FO.ar? FO.r3

FIGURA 3: Tabula Formosa.

A

FO.a? FO.ar FO.r?2

FIGURA 4: Interpretacio actual de les figures geomeétriques.
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Aquestes expressions algebraiques de la taula de les formes representaven
unes figures geometriques que ell no dibuixava, tot i que coneixia perfecta-
ment el trac de la corba que les determinava. Una evidéncia d’aquest conei-
xement es troba al final del capitol siseé, on Mengoli enuncia tot un seguit
de resultats sobre aquestes figures geomeétriques, sense cap demostracio.!8
Mengoli explicava la classificacié d’aquestes figures geometriques segons la
posicio a la taula, descrivint els angles mixtilinis que formava la linia corba
que les determinava, en tallar la base. A més especificava el valor dels angles, i
donava noms a les figures: binangula, unicornes, bicornes, unicornes i unangu-
lae. Aixi la figura de la segona fila (ell en deia segona base), que és la segona i
penultima, és a dir, FO.x (1 — x), era binangula i formava dos angles amb la
base que valien 45°. Mengoli no detallava a quins angles es referia pero es pot
deduir que eren els que forma la linia corba en els punts de tall dels extrems
de la base. A partir de la tercera fila en endavant, les figures dels extrems de
la taula, les primeres i les ultimes, FO.x™ i FO.(1 — x)", i les segones i les
penultimes, FO. x™~1(1 — x) i FO.x(1 — x)""!, eren anomenades unicornes i
unangulae. Les primeres formaven un angle que té una ra6 entre el seu sinus i
el seu cosinus (actualment la seva tangent) proporcional al niimero d’ordre de
la fila. Pel que fa al segon grup, no especificava I'angle pero, en ser unangulae,
es pot deduir que la corba formava un angle de 45° amb un extrem de la base.
Les figures restants, FO. x" (1 — x)", amb m i n diferents de 0 i 1, Mengoli les
anomenava bicornes. Encara que no explicava el significat d’aquest nom, es pot
deduir que unicornes i bicornes es refereix al fet que la corba forma un angle o
dos de 0°, respectivament, en els punts de tall dels extrems de la base, és a dir,
es tracta d'un minim o d'un punt d’inflexio.

Com es pot apreciar, Mengoli utilitza la posicié de les figures geometriques
a les taules triangulars per classificar-les d’acord amb els angles de tall de
la corba que descriu la figura amb la base, agrupant-les segons el seu grau i
segons la seva posicid, mostrant aixi que coneixia el seu dibuix exactament, ja
que donava també el valor quantitatiu dels angles de tall amb la base.

Com s’explica a ’apartat segiient, Mengoli classificava també les figures
geometriques de la taula triangular en grups segons el seu maxim. Feia les
demostracions per a un sol element del grup i considerava que el resultat
era cert per a la resta. Mengoli feia aquesta generalitzaci6 basant-se en la
simetria de la taula triangular i la regularitat de les seves files, afirmacié que
explicita uns anys més tard en la seva obra Circolo (1672) [28, p. 24-25]. Es pot
concloure, doncs, que la funci6 de les taules triangulars en I’obra de Mengoli,
per classificar i establir la generalitat dels resultats, esdevé essencial.

2 Maxims de les figures geometriques de Mengoli

Mengoli, a la Geometria, estudia també les figures geometriques que hem definit
en 'apartat anterior, pel que fa a la monotonia i al punt maxim de la corba.

18 Mengoli promet que les donara més endavant amb I'ajuda de Déu, pero sembla que no ho fa
[27, p. 390].
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Per a trobar el maxim d’aquestes figures geometriques, Mengoli va conside-
rar tres grups a la taula triangular: el primer, corresponent a les figures que es
troben en diagonal al primer costat de la taula Formosa, FO.a™; el segon, en la
diagonal oposada de la taula, FO.r", i el tercer, en el mig de la taula, FO. a™r".
En les demostracions mengolianes del maxim de la figura geometrica, una per
a cada grup de la taula triangular, es pot comprovar de nou que Mengoli tenia
molt clar el seu dibuix, encara que no l'inclogués.

Pel que fa al primer grup, en el primer teorema demostra que en les figures
geometriques del primer costat de la taula (en diagonal), FO. a™, determinades
per v = x™, enun interval donat, la unitat, les ordenades eren sempre creixents
i que I'ordenada maxima es trobava a I’extrem de la base i valia el mateix que
la base, la unitat. La demostracié es basava en la mateixa definicié de les
ordenades, prenia n = 2 i emprava la proporcio, 1 : vy = (1 : x)2. Tot seguit,
en la prova, partia de la desigualtat de les abscisses i obtenia la desigualtat
de les ordenades, a través d’aquesta proporcio. També va demostrar, pel que
fa al segon grup, que en les figures geometriques de I'dltim costat, FO.»™,
determinades per v = (1 — x)", les ordenades eren sempre decreixents i que
I'ordenada maxima es trobava a 1’origen de la base i també valia el mateix que
la base, la unitat.

Cal remarcar que Mengoli no comparava Unicament potencies de niime-
ros racionals, siné que aquestes potencies, quan expressaven un segment, en
aquest cas les ordenades d'una figura, també podien ser comparades i perme-
tien estudiar la monotonia de la corba. Aixi, encara que les poténcies tinguin
graus més grans que 3, representen segments lineals que mesuren aquestes
quantitats, ja que hem definit la base com a unitat.

Pel que fa al tercer grup, en el segon teorema, va demostrar que en les figures
geometriques del mig de la taula, FO. a™»", determinades per y = x"(1 — x)",
les ordenades eren primer creixents i després decreixents i prenien el seu
valor maxim en una abscissa que divideix la base en la ra6 dels exponents
x : (1 —x) =m: n.De fet, si es resol I'’equacio, s’obté xmax = m/(m + n).
Mengoli ho plantejava aixi al segon teorema [27, p. 373]:

Theor. 2. Prop. 2. A la taula Formosa, les figures [formes] que no estan en el
primer ni en I’Gltim costat tindran una ordenada maxima que és més petita que
la base [tota], i que la seva abscissa és proporcional al residu com els nombres
que determinen aquesta forma [els exponents], i I'ordenada dels residus d’una
part [i de les abscisses de I’altra] és més gran com més s’acosten aquests [i
aquestes] a ’abscissa del maxim.!?

L’'tnica representaci6 grafica en la demostracié és un segment amb les lletres
A,C,D, B, E, F, R, essent AR la base; A 'origen de les abscisses (ell 'anomena
la fi); R és el final de la base (que ell anomena la fi dels residus), C, D, E, F s6n

19 «Theor. 2. Prop. 2. In singulis formosae tabule, non primi, nec ultimi lateris formis, ordinata-
rum maxima, minor est, quam tota. &facit abscissam, & residuam, proporcionales, ut numeri, a
quibus ipsa forma denominatur: reliquarum vero ex utralibet parte, propior maxime remotiore
maior est.».



64 M. Rosa Massa-Esteve

divisions de la base AR i cadascuna representa una abscissa, i B representa
I’'abscissa que correspon al maxim (figura 5).

FIGURA 5: Representaci6 de la demostracié del maxim de Mengoli.

Mengoli presentava la demostraci6 amb una figura concreta, FO.a’r3, on
I’abscissa B que prenia I'ordenada maxima verificava AB : BR = 2 : 3. De fet,
resolent ’equacio xmax = 2/5.

Mengoli primer demostrava que I'ordenada de I'abscissa B és més petita
que la base AR, és a dir, que la unitat. Resumim la demostraci6: sabent que
I’'abscissa AB = x és menor que 1 i que el residu v = 1 — x és menor que 1, i
denotant 'ordenada de I’'abscissa B per Ord B = y i la base per AR = 1, Mengoli
provava que la base AR és més gran que I'ordenada de I’abscissa B, és a dir,
que AR > OrdB; 1> y.

Comencava la demostraci6é recordant la igualtat segiient, fent referéncia al
primer llibre de la Geometria, on tractava les poténcies i el seu producte:2°

1:x2(1-x)2=010:xH10:1-%x)3=>0:x)2%1:01-x))3. (1)

20 Com en altres parts de ’obra Mengoli empra la teoria de proporcions per definir els seus
productes de poténcies.




Nous resultats i procediments en les matematiques del segle xvil 65

D’altra banda, amb les notacions proposades establia les proporcions segiients:

AR:AB=1:x; AR:BR=1:(1-x);
AR:OrdB:I:xZ(l—x)3.

Llavors per la igualtat anterior (1) i aplicant la propietat transitiva euclidiana,
AR :0OrdB = (1:x)%(1: (1 — x))3.

Mengoli concloia que es verificava la desigualtat entre AR i Ord B, explicant que
el producte de les dues raons (1 : x)?1i (1 : (1 — x))3, que sOn més grans
que la unitat, dona una radé més gran que la unitat, aixi: AR : OrdB > 1 i en
conseqiiéncia, AR > Ord B.

Després per demostrar que I’ordenada de I’abscissa B, que verifica la pro-
porcié amb els exponents, és la maxima, provava que 'ordenada de qualsevol
altra abscissa C o D, o bé E o F és més petita. Com a exemple d’aquest segon
tipus de demostracions provarem que l'ordenada de I'abscissa D és més petita
que 'ordenada de I'abscissa B, que és I’abscissa que pren el maxim, és a dir,
Mengoli demostrava que Ord D < Ord B.

Prenent I'abscissa x = AB i x; = AD una divisié qualsevol de la base més
petita que la divisié AB, llavors per la definici6 mengoliana de les figures
geometriques, s’estableixen les proporcions segiients:

OrdD:AR=0rdD:1 = (x1:1)2((1 =x7):1)3,
AR:0rdB=1:0rdB = (1:x)%(1:(1 -x))3.

Operant i component les dues proporcions resulta,
OrdD : OrdB = x3(1 — x1)% : x2(1 — x)3.

Ara es tracta de veure que I'antecedent de la rad, OrdD = (x1)2(1 — x1)3, és
més petit que el conseqiient, Ord B = (x)?(1 — x)3, per a qualsevol abscissa D,
i aixi queda vist que I'ordenada per B és maxima.

Per veure que 'antecedent és més petit que el conseqiient Mengoli va emprar
un teorema demostrat amb els seus logaritmes que establia la desigualtat
seglient:

(x1:%)% < ((1=x):(1—x1))°. ()

Llavors, de la desigualtat, en resulta: x7(1 — x7)° < x2(1 — x)3 i, aplicant la
propietat transitiva, Ord D < Ord B.

Finalment, Mengoli demostrava també que 'ordenada per C és més petita
que 'ordenada per D (és a dir, que les ordenades son creixents) i que I’ordenada
per F és més petita que I'ordenada per E (és a dir, que les ordenades després
de I'ordenada maxima sén decreixents). Mengoli només ho demostrava per a
dos valors qualssevol pero afirmava que era cert per a tots els altres valors
de I'abscissa. Mengoli va fer totes aquestes demostracions amb procediments
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similars i emprant resultats obtinguts amb els logaritmes. Cal remarcar que
és essencial la relacié d’ordre dins l'interval i que la continuitat de la corba
es donava per suposada; Mengoli mai no ho va mencionar ni va suggerir que
tingués cap dubte o que li presentés cap problema.2!

2.1 Els logaritmes a la demostracio del maxim

Per tal d’entendre la demostracio de la desigualtat (2) presentarem un esbos de
la idea mengoliana de logaritme i de les propietats que utilitza en la prova del
maxim.

Mengoli exposa la seva teoria de logaritmes en I’element cinqué, titulat «De
proprijs rationum logarithmis», que compren 145 pagines, amb 34 definicions
i 107 proposicions. Mengoli definia el logaritme com el limit de les sumes de
termes de la serie harmonica. El tractament és complex ja que Mengoli vol
demostrar les propietats dels logaritmes en general, utilitzant el llenguatge
simbolic. Treballa amb el llenguatge de les proporcions i defineix el logaritme
dels niimeros a través de les raons de termes de la série harmonica que mesuren
I'allunyament de la unitat.

Vegem-ne un exemple: per trobar el logaritme de 2 utilitzalara6 (1/5:1/10)
i defineix dues nocions noves, I’hiperlogaritme de 2 i I'hipologaritme de 2. L’hi-
perlogaritme de 2 = (1/5:1/10) és1/5+1/6+1/7+1/8+1/9. L'hipologaritme
de2=1(1/5:1/10)és1/6+1/7+1/8+1/9+ 1/10. Mengoli afirmava que el
logaritme sera el limit d’aquestes dues sumes.?? Aixi ho explicava en el «Lectori
elementario» [27, p. 69-70].

Per tant I’hiperlogaritme i I’hipologaritme sén quasi iguals. | el logaritme és
aquella quantitat a qué tendeixen els hiperlogaritmes quan van disminuint i a
qué tendeixen i els hipologaritmes quan van augmentant, el més petit de tots
els hiperlogaritmes i el més gran de tots els hipologaritmes.??

I ja en les definicions Mengoli afirmava [27, p. 206],

Def. 24. Una quantitat més petita que tots els hiperlogaritmes d’una rad i més
gran que tots els hipologaritmes s’anomenara logaritme d’aquella ra6.%*

Vegem tot seguit el teorema dels logaritmes que Mengoli va emprar en la prova
del maxim per demostrar la desigualtat (2) (x7 : x)2 < ((1 = x) : (1 — x1))3.
Es tracta d'un teorema de I'element cinqué de la Geometria que s’aplica a

21 Knobloch quan analitza les quadratures de Leibniz remarca també que la condicié de conti-
nuitat de la corba és indispensable [14, p. 63].

22 Laidea de quasi proporcio (quasi igual, quasi infinit, etc.), que esdevé essencial per trobar les
quadratures, és també determinant a la definicié de limit [18].

23 «Unde hyperlogarithmus, & hypologarithmus quasi sunt aequales. Porro logarithmus illa
est quantitats, ad quam tenduat hyperlogarithmi, cum sempre deinceps minuuntur, & ad quam
tendunt hypologarithmi, cum sempre deinceps augentur; omni minor hyprlogarithmo, & omni
maior hypologarithmo.».

24 «Def. 24. Quantitas omni minor hyperlogarithmo earumdem rationum, & omni maior hypolo-
garithmo, earumdem Logarithmus dicetur.».
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quatre quantitats que tenen les mateixes diferéncies dues a dues, que anomena
disposades aritmeticament. Aixi les nostres quantitats, AD, AB, BR, RD dins
del segment AR = 1 so6n d’aquest tipus, ja que prenent AD = x;; AB = Xx;
BR =1-x1iDR =1 - x1, les diferencies sén iguals a BD, en aquest cas:
AB—AD=x-x1=RD—-BR=(1-x1)—(1-x)=BD.

A més dues d’aquestes quantitats estan en una ra6 determinada i verifiquen,
com en I’enunciat del teorema 2 de la pagina 63, que AB: BR=x:(1-x)=2:3.

Per tant, amb aquestes hipotesis, Mengoli demostra en la proposicio 105,
que donem a continuacio6, que es verificava la desigualtat segiient (2):

(AD : AB)? = (x1:x)2 < ((1=x): (1 =x1))% = (BR:RD)3.

Mengoli enuncia la proposicié en llenguatge retoric, encara que a la demos-
tracio6 utilitza com a exponents les lletres b i c [27, p. 338]:

Prop. 105. Donades quatre quantitats [en aquest cas x1, x, 1 — x, 1 — x1],
disposades aritméticament [x — x; = (1 — x1) — (1 — x)], si es verifica que
x:(1—-x)=Db:c[enaquest cas 2: 3], llavors la ra6 de la primera quantitat
a la segona elevada al nimero homoleg a la segona quantitat sera més petita
que la ra6 de la tercera a la quarta elevada al nimero homoleg a la tercera
[(x1:x)2 < ((1—x):(1-x1))3%.%

Vegem un resum de la demostracio:

Siguin x1, x, 1 — x, 1 — x; quantitats disposades aritmeticament, llavors
x—x1=(1-x1)—(1-x).Mengoli va treballar amb les seves inverses que
son termes que estan en serie harmonica: 1/x1, 1/x, 1/(1 —x), 1/(1 — x71). Ja
havia basat la seva definici6 de logaritme en el fet que sempre existeix i que es
pot definir el logaritme de les raons de termes de la série harmonica, aixi:

log(1/x:1/x1) =log(xy : x) = e;
log(1/(1 —x1) :1/(1 = x)) =log((1 —x) : (1 —x1)) = f.

Pero a més, com que x : (1 —x) = b :c,llavors e : f > c : b (relaci6 entre
logaritmes de les raons i les raons que s’ha demostrat anteriorment). De la
proporcio6 es dedueix eb > fc, és a dir, blog(xy : x) > clog((1 —x): (1 — x1)).

Mengoli va demostrar també la coneguda igualtat del logaritme d'un pro-
ducte i la suma de logaritmes dels factors, i també la relaci6 corresponent per
al logaritme d’una potencia, a la proposicié 80. Per tant:

log(x1: x)? >1og((1 — x) : (1 —x1))C.

25 «Prop. 105. Quatuor arithmetice dispositarum quantitatum, si primam ad ultimam, fuerit
ut numerus ad numerum erit primae ad secundam totuplicata ratio, quotus est homologus
primae, maior, quam tertiae ad quartam. totuplicata ratio, quotus est homologus quartae, quod
si secunda ad tertiam fuerit ut numerus ad numerum: erit primae ad secundam totuplicata
ratio, quotus est homologus secundae, minor, quam tertiae ad quartam totuplicata, quotus est
homologus tertiae.».
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Com que el logaritme de les poténcies de les raons és més gran, la potencia
de la rad (x1 : x)?, estara, doncs, més allunyada de la unitat que ((1 — x) :
(1 — x1))¢, vegeu [20]. Pero com que per definicio x; < xil-x <1 - x1,
Havors x; : xi (1 —x): (1 —x1) sOn raons més petites que la unitat, x; : x <1
i(l—-—x):(1-x7)<1.Aixi també les poténcies d’aquestes raons seran raons
més petites que la unitat i les raons més petites que la unitat, com més lluny de
la unitat estan, més petites son: (x; : x)? < ((1 —x): (1 —x1))¢. Enel cas de la
demostracié de la pagina anterior, b = 2 i ¢ = 3, llavors s’obté la desigualtat (2):
(x1:x)2 < ((1 —x):(1—-x1))3ioperant: x7(1 — x1)3 < x2(1 — x)3, per tant:
Ord D < OrdB.

Si fem una primera comparaci6 del metode de Mengoli per trobar el maxim
amb el métode de maxims i minims de Fermat que va tenir molta difusié a
Europa i que va ser molt emprat a I’época, podem assenyalar que aquest no
utilitza el meétode de Fermat, que quasi segur que coneixia a través de 1’obra
d’Hérigone. El métode de Fermat per trobar maxims i minims data de 1636, i va
ser publicat més tard, el 1642, al Cursus mathematicus d’Hérigone [5, 13]. S’il-
lustrava resolent un problema, la solucié del qual era ja coneguda i que tractava
de trobar com dividir una linia en dues parts de manera que el producte de
les parts fos un maxim. El metode de Fermat requeria ésser fet de bell nou
per a cada poténcia per coneixer el resultat, mentre la demostracié de Mengoli
funcionava per a totes les poténcies de les figures geometriques a la vegada i
nomeés calia coneixer els exponents de 1'expressio algebraica. De fet, si es vol
calcular el maxim de I'expressio algebraica concreta de Mengoli emprant el
metode de Fermat, cal fer uns calculs numerics molt més llargs, comencant
amb els primers exponents i augmentant el grau, seguint una mena d’induccio.
Un altre tret diferenciador dels dos procediments és que I'as de la idea de
derivada es pot interpretar que esta implicita en el métode de Fermat, en canvi
en la demostracié de Mengoli és absent. A més, Fermat volia explicitament
trobar un metode (com figura al titol Mehtodus as disquirendam maxima &
minimam), que també va aplicar per a trobar tangents i en optica. En canvi,
Mengoli no pretenia trobar un métode, només volia mostrar que coneixia la
representacio de la figura expressada algebraicament.

3 Algunes conclusions

Mengoli va emprar el llenguatge simbolic com a mitja d’expressié i com a
eina analitica. Va treballar amb espeécies, formes, taules triangulars (triangle
harmonic) i quasi proporcions emprant el seu llenguatge especios.

Tanmateix, un dels aspectes més innovadors de la seva investigacié rau en
la utilitzaci6 de les lletres i els simbols per formar expressions algebraiques i
identificar-les amb les figures geomeétriques. Aixi va poder estudiar-les a través
de les seves expressions algebraiques sense necessitat de fer cap construccio
geometrica. En 'obra de Mengoli la representacio grafica de la figura geometrica
no és el trag, que no fa, siné una acurada descripcio6 de la corba que determina la
figura amb informacio6 suficient per poder dibuixar el seu tra¢ sense necessitat
de donar valors concrets.
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Cal remarcar I'is de les taules triangulars com a eina de generalitzaci6 de
resultats. Aixi les descripcions i les propietats de les corbes que determinen les
figures geometriques només depenien dels grups obtinguts en classificar els
elements de la taula triangular, d’acord amb els exponents de les expressions
algebraiques i amb la seva posicio en aquesta taula.

Pel que fa a la demostracié del maxim, afirmem que 1'is del llenguatge sim-
bolic és un factor determinant ja que Mengoli tracta amb la mida d’'un segment
i considera la raé de dues parts del segment igual a la ra6 de dos numeros (els
exponents) expressats amb les lletres b i c, tot fent la prova clau de 1'element
cinque per a qualsevol exponent. Realment el procediment per trobar el maxim
és independent de la representaci6 grafica de la figura geometrica i la regla pot
ser emprada per a totes les poténcies del mateix tipus.

Mengoli assegura ’exactitud de la demostracio utilitzant la seva teoria de
logaritmes de raons (nova) que ha fonamentat en la teoria de proporcions dels
Elements d’Euclides, el seu llibre de matematiques per excelléncia. Una vegada
més, la teoria de proporcions es presenta com un aval dels seus desenvolupa-
ments i li permet operar amb els segments i establir relacions entre les raons i
els logaritmes de les raons.

La demostracié de Mengoli és valida per a totes les figures geometriques
del mateix grup a la taula triangular, ja que no depén del valor concret de
I’exponent de 'expressié algebraica sin6 de la seva identificacié6 emprant raons
i relacions entre aquestes i els seus logaritmes.

Mengoli pren també per garantia la taula triangular en la generalitzacié del
raonament demostratiu, ja que si un resultat és cert per a una figura d'un grup,
llavors ho sera per a totes les altres del grup; d’acord amb la simetria de la
taula i la regularitat de les seves files, no cal fer cas per cas. Aquesta validesa
de la demostracié per a moltes figures a la vegada ens permet assenyalar una
altra caracteristica rellevant en les matematiques de Mengoli, la generalitat del
seu resultat.

Probablement a causa de la notacié original i del cami diferent que va
emprendre Mengoli, la seva demostracioé no va tenir un impacte decisiu a les
matematiques del segle xvII. Tanmateix, les seves contribucions sén d'un
gran interes ja que conjuntava els principis de la geometria euclidiana amb
I’'algebra nova de Viete, que va desenvolupar d’'una manera singular. Aquesta
original conjunci6 de I'algebra i la geometria per trobar de manera general nous
resultats o per donar fonaments nous a resultats ja coneguts, va ser una de les
grans contribucions de 1’obra matematica de Mengoli.
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Matar mosques a canonades

GUNTER M. ZIEGLER

Resum: La historia que expliquem aqui comenca amb un petit problema geometric
inofensiu, plantejat el setembre de 2006 en una entrada de blog de R. Nandakumar, un
enginyer de Calcuta, a I'india. Aquest petit problema és una «mosca»: és temptador,
no tan facil de resoldre com hom potser podria esperar, i pertany a I’ambit de les
matematiques recreatives, sense cap us practic.

Veurem, no obstant aixo, com aquest petit problema connecta amb matematiques
molt serioses: per a la modelitzaci6 d’aquest problema utilitzarem coneixements
d'una area clau de les matematiques aplicades, la teoria del transport optimal. Aquest
sera ’escenari per a I’'aplicacié d’'una eina principal de les matematiques ben pures,
coneguda com a teoria equivariant d’obstruccions. Aixo és un «cand», amb el qual
passarem una estona divertida disparant a la mosca.

Per trobar una solucié, les propietats combinatories d’'un objecte geometric molt
classic, el permutaedre, resulten essencials. Aquestes, al final de la historia, ens porta-
ran un altre cop a I'India, amb algun viatge en el temps que ens fara retrocedir cent
anys cap al passat: per al darrer pas en la nostra soluci6 (parcial) del problema de la
mosca necessitem una propietat senzilla dels nimeros del triangle de Pascal, que va
ser observada per primer cop per Balak Ram, a Madras, I’any 1909.

Pero, fins i tot si el problema d’existéncia s’ha resolt, el petit problema geometric
encara no: si existeix solucié, com podem trobar-ne una? Aquest problema es deixara
al lector. En canvi, parlarem de la relaci6 tibant entre canons i mosques, i acabarem
citant un poema de Hans Magnus Enzensberger.

Paraules clau: particions d'un poligon, espais de configuracions, teoria d’obstruccions,
coeficients binomials, matematica pura i aplicada.

Classificacié MSC2010: 00A08, 52A38, 55P91, 55R80.

Aquest treball va aparéixer en anglés amb el titol «Cannons at Sparrows» a Eur. Math. Soc. Newsl.,
95 (2015), 25-31. Agraim als editors d’aquesta revista el permis per publicar-ne la traducci6 al
catala, revisada per Arnau Padrol.
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Una mosca

El dijous 28 de setembre de 2006, ben d’hora al mati, a les 6.57, I'enginyer
R. Nandakumar, que s’autoqualifica de «programador informatic, estudiant
de matematiques i espécie d’escriptor», va penjar al seu blog «Tech Musings»
(nandacumar.blogspot.de) la conjectura segiient sobre geometria del pla, la
qual havia formulat conjuntament amb el seu amic R. Ramana Rao:

Donada una regi6 convexa i un numero natural n, existeix com a minim una
manera de trobar una particié de la regié en n trossos convexos de tal manera
que tots els trossos tinguin la mateixa area i el mateix perimetre.

Aquest problema sembla completament inofensiu. Podria ser un problema
de geometria de secundaria? O potser sembla un problema d’Olimpiada Mate-
matica? Penseu-hi vosaltres mateixos! Per exemple, podeu prendre un triangle
in =3 on = 6. De fet, com el mateix Nandakumar fa notar, no és evident ni
tan sols com es pot dividir un triangle equilater en n = 5 trossos convexos de
la mateixa area i el mateix perimetre. Alguna idea? Proveu-ho!

El problema va captar I'atencié de la comunitat de geometria computa-
cional després que Nandakumar el posés a la web «Open Problem Garden»
(openproblemgarden.org) el desembre de 2007. Després, I'11 de desembre
de 2008, Nandakumar i Ramana Rao van anunciar el seu primer progrés a arXiv
(arXiv:0812.2241):

Presentem una demostracio senzilla del fet que la resposta al problema és «Si»
per an = 2 (dues peces) i donem alguns arguments que indiquen amb forca
seguretat que la resposta també és «Si» per a n = 3.

Fem-ho per a n = 2. Tota divisié d’un poligon convex en dues parts convexes
prové d’un tall fet amb una recta. Observem que hi ha una (inica!) recta vertical
que divideix el poligon en dues parts convexes de la mateixa area. En general
no tindrem sort i el perimetre del tros que quedi a la dreta de la recta, per
exemple, sera més gran que el perimetre del tros que quedi a ’esquerra.
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Ara fem girar la recta que bisecciona el poligon. Es facil comprovar (!) que si
girem de manera que sempre dividim I’area en dues parts iguals, llavors els
perimetres de les parts que queden a la dreta i a I’esquerra de la recta varien
de manera continua. Per tant, també la quantitat «perimetre a la dreta menys
perimetre a I'’esquerra» varia de manera continua. Un cop hagim fet mitja volta,
de 180 graus, el valor d’aquesta quantitat haura canviat de signe. Si inicialment
era positiva, sera negativa després de la mitja volta i, per continuitat, haura
d’haver «tocat el zero» en algun moment entremig. Aixi doncs, una particio
«justa» en n = 2 trossos existeix segons el teorema del valor intermedi.

Aixi que el problema esta resolt, pero com I’hem resolt? Ens hem adonat
que l'espai de configuracions de totes les divisions en dos trossos convexos és
un cercle (parametritzat per ’angle de la recta de divisio). I hem fet servir la
continuitat i hem aplicat un teorema topologic, el teorema del valor intermedi.
Des del punt de vista de la topologia, aix0 és el cas d = 1 del fet que no hi ha
cap aplicacio continua entre les esferes §% — S4-1 que apliqui punts oposats
de S% en punts oposats de S%-1, el teorema de Borsuk-Ulam [13].

El problema semblava inofensiu pero la topologia hi ha entrat, fins i tot
en el cas n = 2. Nandakumar i Ramana Rao no van trobar una prova per al
cas n = 3. Pero uns quants dies després de publicar el seu preprint, el 16 de
desembre de 2008, Imre Barany, Pavle Blagojevic i Andras Szilics van enviar un
article amb la solucio per a n = 3 a I’Advances in Mathematics. Va ser publicat
digitalment el setembre de 2009 i en versio impresa el 2010 com un article
d’Advances de 15 pagines, [2]. Potser aix0 demostra que el petit i inofensiu
problema «mosca» és més dificil del que semblava a primera vista.

Les canonades, |

Ens podem preguntar: quin és ’aspecte de I'espai de totes les particions d'un
poligon en tres trossos convexos? Blagojevic i d’altres a [2] el van descriure
com una part d'una varietat de Stiefel. I pel que fa a I’espai de les particions
en n trossos de la mateixa area? D’aix0 no se’n sap res! (Leon a [12] en donara
alguna orientaci6). En aquesta qiiestié un ansatz de la teoria del transport
optimal hi intervé de manera essencial —el primer a observar-ho va ser Roman
Karasev de Moscou.

El transport optimal és un tema antic iniciat per I’enginyer francés Gaspard
Monge I'any 1781. El resultat clau que ara necessitem va ser obtingut per Leonid
Kantorovitx a finals dels anys trenta. (Per la seva obra Kantorovitx va obtenir el
Premi Stalin I'any 1949 i el Premi Nobel d’economia el 1975.) Aquesta area és
ben viva, com ho han posat de manifest dos llibres recents, cabdals, publicats
per Cédric Villani (Medalla Fields del 2010).

El nostre problema es resol amb la construcci6 de «diagrames de Voronoi
amb pesos»: donada qualsevol massa (I’area d’'un poligon convex) i un conjunt
de llocs amb pesos (és a dir, n punts diferents i nimeros reals associats a
aquests de suma total nulla), assignem a cada lloc tots els punts del poligon
per als quals «la distancia al lloc al quadrat menys el pes de la ubicacio» és
minima. Aixo dona una particioé del poligon convex en trossos convexos!
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El resultat que necessitem és el segiient:

TEOREMA 1 (KANTOROVITX [1938] ET AL.). Donat un conjunt de n > 2 punts
diferents del pla, i un poligon qualsevol, existeix una assignacio tnica de pesos
de manera que el diagrama de Voronoi amb pesos per a aquests punts i aquests
pesos subdivideix el poligon en n trossos convexos de la mateixa darea.

Dit d’'una altra manera, I'espai de configuracions F(R?,1) de totes les
enuples de punts diferents en el pla parametritza les particions de Voronoi
amb pesos en n trossos convexos de la mateixa area. Per que ens ajuda aquest
resultat? Perqué entenem molt bé I'espai F (R2, n)!

Suposem, per exemple, que el poligon sigui un triangle i n = 3. Si els tres
punts es troben sobre una recta vertical, llavors la particié en trossos de la
mateixa area tindria aquest aspecte:

Ara bé, si tenim la sort de triar els tres punts de manera adequada, llavors
podem aconseguir una particié en trossos de la mateixa area i el mateix peri-
metre:

Es, pero, sempre possible fer una «eleccié afortunada» per als n punts?

Un comentari

El transport optimal té un vessant practic que el fa molt 1til en investigaci6
operativa. Aixo esta exemplificat de manera grafica, entre d’altres, pels tre-
balls de John Gunnar Carlsson, del departament d’enginyeria industrial i de
sistemes, de la Universitat de California del Sud:!

1 La figura mostra el mapa d’'una ciutat, en el qual cada zona conté la mateixa longitud total de
carrers. Aixo és util per a les empreses que proporcionen maquines llevaneus o serveis de neteja,
0 que reparteixen correu i que han de recorrer els carrers de cada zona d'una manera eficient:
establint aquestes zones tots els vehicles de I'empresa tindran la mateixa feina.
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o els de Peter Gritzmann, del departament de matematiques, de la Universitat
Politecnica de Munic, que utilitza el transport optimal per a la reassignacié de
terrenys de conreu a les arees rurals de Baviera:

The Mathematical Intelligencer, 36 (2), 2014.
Amb I’amable permis de Springer Science+Business Media.
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D’altra banda, el transport optimal és important en fisica (i també en mate-
matiques molt dures, si s’hi dedica Villani). On ’hem de collocar, doncs?

La resposta és que les categories tradicionals simplement ja no serveixen
i les hauriem de descartar. El que s’ha vist fins ara és un problema de «ma-
tematica recreativa» que, per ser modelitzat i resolt, necessita metodes de
«matematica aplicada» (com el transport optimal) i de «matematica pura» (topo-
logia algebraica). Les matematiques pures, les aplicades i les recreatives no es
poden separar i no s’haurien de separar. Hi ha també altres parts de la ciéncia
que pertanyen a les matematiques sense fronteres, com ara la informatica (teori-
ca) i la investigacio operativa (matematica). Si és ciéncia de qualitat, diguem-ne,
senzillament, «matematiques».

A Berlin, en el context del centre de recerca MATHEON, Mathematics for
Key Technologies, intentem evitar totes aquestes categories —al final, I'nica
distincié que podriem fer seria entre «matematiques» i «aplicacions de les
matematiques».

La qiiestio, en aquest article, és pero una altra: a les matematiques hi ha
«grans teories» i «petits problemes». De vegades podem necessitar grans teories
per resoldre problemes (aparentment) petits i ara en discutim un exemple.
De totes maneres, alhora, aixo funciona també en sentit contrari: fem servir
problemes petits per posar a prova les grans teories, per veure qué podem
fer amb un problema concret. Hi ha grans teories en els prestatges de les
biblioteques universitaries per a les quals mai no hi ha hagut cap calcul concret
o exemple resolt...

Les canonades, Il

El segon tipus de canonades que farem servir prové de la topologia algebraica.
Concretament, hi ha un procediment de modelitzacié ben conegut, anomenat
esquema d’espai de configuracions/aplicacié de prova (CS/TM), desenvolu-
pat per Sarkaria, Zivaljevi¢ i d’altres, que converteix problemes de geometria
discreta en qiliestions de topologia algebraica equivariant. Dit d’'una manera
resumida, es prova que si el problema té un contraexemple, llavors hi ha espais
topologics X i Y, on X és un espai de configuracions per al problemaiY és un
espai de valors (sovint una esfera), i un grup finit de simetries G tals que hi ha
una aplicacié continua X —¢ Y que conserva les simetries. En conseqiiéncia, si
no existeix cap aplicacié equivariant X —¢ Y llavors no hi ha contraexemples i
el problema esta resolt. El teorema de Borsuk-Ulam, que diu que no hi ha cap
aplicacio S —z,» S4°1, és el primer exemple important d’un teorema d’aquest
tipus. Tot aix0 esta meravellosament explicat en el llibre Using the Borsuk-Ulam
theorem, de Jiri MatousSek [13]. De fet, tothom I’hauria de coneéixer ja que és un
«material per a nens» —tal com podeu comprovar si busqueu el llibre a ebay,
on el vaig trobar catalogat a la llista de «divertiments i jocs per a nens»!
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Bé, si aquest joc de nens no ens és suficient, farem servir instruments més
seriosos per a tractar el petit problema de la particié6 d’'un poligon; concreta-
ment, la teoria equivariant d’obstruccions. Es tracta d’'un métode per a decidir
sistematicament si existeixen aplicacions equivariants X —¢ Y. Es pot trobar
exposat d'una manera extraordinariament clara i precisa (tot i que sense dibui-
xo0s ni exemples) a la secci6 I1.3 del llibre Transformation groups, de Tammo
tom Dieck [8]. Per tal de veure que hi ha una elecci6 afortunada per a les confi-
guracions de punts que garanteix particions del nostre poligon amb la mateixa
area i el mateix perimetre —per a algun n—, hem d’interpretar i avaluar els
termes que apareixen en el resultat segilient, en el cas del nostre problema:




80

Gtinter M. Ziegler

Alguns detalls

L’esquema CS/TM per al nostre problema ens porta d'una manera natural al
plantejament segiient:

F(2,n) — F(R?>,n) — EAP(P,n) — S" 2.
s 5 5

n n n

Es tracta d’'una cadena d’objectes molt concrets (que son espais topologics) i
d’aplicacions equivariants desconegudes (que son aplicacions continues que
respecten la simetria en relacio amb el grup §,, de permutacions):

EAP(P,n) és I'espai de configuracions de totes les particions de P en n tros-
sos convexos de la mateixa area, el qual és un espai de configuracions no
gaire ben entes (vegeu Le6n [12]).

S$"~2 representa una (n — 2)-esfera particular, definida per

{yeR": y1+---+yn=0,
Vi i =11

Sobre aquesta esfera, el grup §, hi actua simplement per permutaci6 de les
coordenades.

EAP(P,n) — S" 2 envia cada partici6 en n trossos de la mateixa area
(Py,...,P,) a «perimetres menys la mitjana, normalitzats» per tal d’ob-
tenir un punt de I'esfera —sota la hipotesi que no hi ha cap partici6 per a la
qual tots els perimetres siguin iguals. Aquesta aplicaci6 és 5,,-equivariant:
una permutacio dels trossos P; correspon a una permutacio dels perimetres
normalitzats i, per tant, de les coordenades de I’esfera.

F(RZ%,n) és I'espai de configuracions de n punts diferents, etiquetats, en el
pla
{(x1,...,xn) € RP": x; # x; for i < j}.

En contrast amb EAP(P, n), aquest espai esta forca ben entés. Es el comple-
mentari d'un arranjament d’hiperplans complexos i aix0 explica bona part
de la seva geometria i la seva topologia; la literatura rellevant comenca amb
un article classic de 'any 1962 de Fox i Neuwirth [9].

F(R?,n) — EAP(P,n) és l'aplicacio de transport optimal, quan fa corres-
pondre a (x1,...,Xx5) el seu diagrama de Voronoi amb pesos amb totes les
celles de la mateixa area. Es tracta d'una aplicacié ben definida, continua
i equivariant, 'existéncia de la qual és deguda a Kantorovitx (1938); una
referéncia recent interessant és Geil%, Klein, Penninger i Rote [10].

F(2,n) és un complex cellular finit i regular que modela F(R2,n)
—de fet, és un retracte de deformaci6 equivariant. Es de dimensié n — 1, té
n! vértexs, indexats per permutacions (que corresponen a configuracions
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de punts en el pla en les quals els punts estan ordenats d’esquerra a dreta
d’acord amb una determinada permutacio), i té n! celles maximals, també
indexades per permutacions (que corresponen a configuracions de punts
en el pla en les quals els punts estan sobre una recta vertical, ordenats
d’acord amb una determinada permutacio). Aquestes celles maximals tenen
I'estructura combinatoria d'uns politops ben classics: els permutaedres!

Aquest model de complex cellular sembla que va ser descrit explicitament
per primera vegada a [7], tot i que un altre cop ens podem remuntar fins a
Fox i Neuwirth [9].

e F(2,n) — F(R% n) és també una aplicacié explicita, una inclusioé equiva-
riant.

Aquests son els (molts) elements que entren en joc. El resultat és que si
suposem que per a algun 7 i per a algun P no hi ha cap particié en n trossos de
la mateixa area i el mateix perimetre, llavors existeix una aplicacié equivariant:

_, ¢n-2
F(2,n) . sn2,

n

Existeix una aplicaci6 com aquesta? Aquest és el tipus de preguntes que es
poden respondre amb la teoria equivariant d’obstruccions (EOT).

Que fa la EOT? Construeix 'aplicaci6 de manera progressiva, pujant per
les dimensions de I'’esquelet del complex cellular (n — 1)-dimensional F(2,1).
Com que apliquem un espai amb una acci6 lliure d’'un grup en una esfera de
dimensi6é n — 2, no hi ha cap problema, tret potser del darrer cas, on I'aplicacio
ja esta fixada a les fronteres dc, de les (n — 1)-celles ¢, que sébn homeomorfes
a (n — 2)-esferes.

L’extensio és possible sense cap problema si totes les aplicacions f: dcy —
S$"~2 tenen grau 0. I, efectivament, totes les aplicacions tenen el mateix grau,
ja que busquem aplicacions equivariants. Tanmateix, aquest grau no sera 0
en general, ja que potser hem fet errors en celles de dimensi6 inferior en el
cami cap al cim. EOT ens diu ara que I'aplicacio es pot modificar en I'esquelet
(n — 2)-dimensional de tal manera que es pugui estendre a tot el complex
si i només si alguna classe de cohomologia equivariant amb coeficients no
constants en el grup d’homologia (n — 2)-dimensional d'una (n — 2)-esfera, la
«classe d’obstruccio», s’anulla. Ho fa?

Un passi d’imatges

Per a n = 3, hem d’esbrinar si existeix una aplicacio $3-equivariant F(2,3) —
S'. L’espai F(2,3) és un complex cellular amb 6 vértexs, 12 arestes i 6 2-cares
hexagonals. A la nostra figura només es mostra un dels hexagons; pero un
hexagon és tan bo com tots junts, atés que una aplicacié equivariant queda
especificada per la seva imatge en qualsevol dels hexagons.
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Hem d’aplicar I'1-esquelet (graf) del complex cellular, en particular la fron-
tera de I'hexagon, de manera que I’aplicacié es pugui estendre a l'interior, com
una aplicacio al cercle S!, que no té interior. L’aplicacié equivariant «Obvia»
porta la frontera de I’hexagon al cercle, girant una volta, tal com indiquen les
sis arestes orientades. Aix0 es pot interpretar com una aplicaci6é entre 1-esferes
de grau 1, i per tant no s’estén a I’hexagon.

11213

Y2 =Y3 Y1 =2

Podriem intentar modificar ’aplicacié canviant-la en una de les sis arestes
de 'hexagon. Tanmateix, com que hem de mantenir I’aplicacié equivariant,
I’aplicaci6 s’hauria de canviar simultaniament a tota I’0rbita, és a dir, a totes
les imatges de la nostra aresta per ’accio del grup de permutacions. Ara bé,
es pot comprovar que qualsevol canvi de I'aplicacié en una aresta afecta dues
arestes més de I’hexagon, tal com s’indica en aquesta figura:

11213

Podem aconseguir una aplicacié de grau 0, i per tant una aplicacié que es
pugui estendre a I'interior de I’hexagon, fent canvis equivariants com els que
hem indicat (sobre ternes d’arestes)? No és dificil veure que aixo equival al fet
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segiient. Una aplicaci6 equivariant

. cl
F2,3) . S

existeix si i només si hi ha una soluci6 de I'’equaci6
1+3x1+3x2=0

amb valors de x1, x> enters, afirmacié que és evidentment falsa. En conse-
guencia, ates que I’aplicacié no existeix, el contraexemple a la conjectura de
Nandakumar i Ramana Rao per a n = 3 no existeix. I, per tant, hem establert el
casn =3 ().

Que passa per a n = 4? Resulta que és un problema bastant semblant al
cas anterior, pero ara a I’esquerra tenim un complex cellular de dimensi6 3,
amb 4! = 24 vertexs i 24 celles maximals, que tenen la combinatoria d'un
permutaedre. (Els permutaedres estan explicats, per exemple, a [16], que a ebay
es pot trobar classificat a la categoria d’«esoterisme»...)

Aqui teniu la imatge de la situacio:

54

Es pot veure facilment que les 14 cares del permutaedre es divideixen en
tres classes d’equivaléncia separades (Orbites) per I'accio del grup simetric $4:
son I’orbita dels 6 quadrats i 2 orbites de 4 hexagons cadascuna. Trobem aixi
que una aplicaci6 equivariant

Y
F(2,4) . S

existeix si i només si hi ha una soluci6 de I'’equaci6
1+4x; +6x2+4x3=0

amb valors enters x1, X2, X3, la qual cosa és, evidentment, impossible.
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Veieu el patro, doncs? Per a n qualsevol, hi ha una aplicacié equivariant

F2,n) - sn-2

si i només sil’equacio

n n
1+<1)x1+---+<n_1>xn1=0

té una soluci6é amb valors enters, és a dir, si la fila enésima del triangle de
Pascal, un cop tret I'1 del final, no té cap factor comau.

La reina

Hem comencat amb un problema senzill de geometria discreta penjat a un blog
a I'India el 2006 i el trajecte que hem fet fins aqui ens ha portat a fer servir
el transport optimal, a idear una estratégia amb aplicacions continues equiva-
riants, és a dir, topologia, i a calcular la classe d’obstrucci6 en la cohomologia
equivariant. Aquesta classe d’obstruccié no s’anulla, és a dir, no existeix una
aplicaci6 equivariant, si una determinada equaci6 diofantica no té soluci6. Hem
arribat a la teoria de niimeros.

Les matematiques s6n —en paraules de Gauss— la reina de les ciéncies i la
teoria de nimeros és la reina de les matematiques.

Sovint condescendeix a servir I’astronomia i altres ciéncies naturals perd en
totes les seves relacions ocupa el primer lloc.

Coneixem aquestes paraules a través de Wolfgang Sartorius von Walters-
hausen, un amic de Gauss que va pronunciar el panegiric a la seva tomba
i va escriure la seva primera biografia. Sartorius von Waltershausen era un
geoleg i Gauss havia treballat dur en geografia («mesurant el mén») i també en
astronomia (la redescoberta de Ceres el va fer famos ’any 1801 i no pas les
Disquisitiones Arithmeticae, que ningi no va entendre aleshores). Per tant, 1’afir-
maci6 de Gauss sobre la teoria de nimeros com la reina de les matematiques i
de les matematiques com la reina de les ciéncies és autentica i té el seu pes.

I tal com passa sovint, per al nostre problema, I'altima paraula també
pertany a la teoria de nimeros. Podeu manipular facilment el triangle de Pascal;
és un joc de nens. Probablement us encallareu a la sisena linia —com a la figura
segiient (extreta del llibre per a nens El dimoni dels nombres de I’escriptor
alemany Hans Magnus Enzensberger).
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Grafic adaptat de la illustracié de Rotraut Susanne Berner, del llibre
Der Zahlenteufel (EI dimoni dels nombres), de Hans Magnus Enzensberger
© Carl Hanser Verlag Miinchen 1997.

En efecte, per a n = 6, tenim I’equacié
1+6x1 +15x2+20x3+15x4+6x5=0

que té una solucié entera (serveix x; = x2 = -1, x3 =1ix4 = x5 = 0) i, en
conseqiieéncia, I'aplicacio6 existeix...

I que té el 6 d’especial? I que passa per a n qualsevol? Aquesta pregunta ens
porta a I'India una altra vegada, pero uns cent anys enrere. Al comencament
del primer volum del Journal of the Mathematics Club de Madras (aquest és
el lloc i I'epoca d’on procedeix Ramanujan!), Balak Ram va publicar el resultat
seguent:

TEOREMA 2 (BALAK RAM [15]). L’equacio
1 +x1(’1‘) + .. +Xn—1(n?1) =0

no té cap solucio amb x.,...,xn_1 enters, és a dir, l'interior de la fila n del
triangle de Pascal té un factor comu, si i només si n és poténcia d’un primer.

Aixi doncs, el problema de Nandakumar i Ramana Rao queda resolt quan n
és poténcia d’'un primer pero continua obert en el cas general, ara com ara.

TEOREMA 3 (BLAGOJEVIC I ZIEGLER [7]). Si n és poténcia d’un primer, llavors
tot poligon admet una particio «justa» en n trossos.
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En tots els altres casos, per a n = 6,10,12,..., el problema queda obert
—totique a[7] provem un teorema molt més general que justament es compleix
si i només si n és potencia d’un primer. També aqui el resultat se segueix del
nostre calcul EOT: existeix una aplicacio continua equivariant

F(R%,n) = sn=2

n

si i només si n no és poténcia de primer.

Tres observacions (sobre les demostracions) abans d’acabar

Primera observacié (sobre les demostracions en public)
Segons Victor Klee (1925-2007):

Les demostracions s’haurien de comunicar només entre adults que ho consentin
i en privat.

El que hem presentat aqui, evidentment, no és una demostracié sin6 nomeés un
esbos. Hi falta omplir els detalls. Els detalls son importants.

Segona observacio (sobre les demostracions senzilles/boniques)

Potser coneixeu la historia de Paul Erdds sobre EL LLIBRE, que Déu manté i
que conté les demostracions boniques, les demostracions perfectes, les de-
mostracions perfectament senzilles, les demostracions del LLIBRE de teoremes
matematics. Com al mateix Erdos li agradava dir, un matematic no cal que cre-
gui en Déu pero hauria de creure en EL LLIBRE. (De passada cal dir que aquesta
citacié d’Erdds no apareix a la traducci6 al farsi de [1] del 2001.)

D’altra banda, no tothom esta d’acord amb la primera part, tampoc. A
Solomon Lefschetz (1884-1972), el semidéu de les matematiques de Princeton,
se li atribueix haver dit:

No em vingueu amb les vostres demostracions boniques. No ens preocupem
per aquests infantilismes per aqui.

. en particular, quan els seus estudiants es presentaven amb demostracions
més senzilles 0 més completes dels seus resultats.

Tercera observacio (sobre les demostracions correctes)
Sobre Solomon Lefschetz, es va dir:

No va escriure mai una demostracié correcta ni va enunciar un teorema incor-
recte.

Aparentment, hi havia una part important de veritat en aquesta afirmacio i,
en part, era inevitable. Lefschetz va ser un pioner en la utilitzacié de meto-
des topologics en geometria algebraica. Ell mateix ho va descriure aixi més
endavant:
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Tal com ho veig, temps enrere em va tocar clavar I’arpé de la topologia alge-
braica dins del cos de la balena de la geometria algebraica.

De totes maneres, ho va fer en un moment en el qual els fonaments matematics
solids de la topologia algebraica encara no s’havien establert i, per tant, hi
havia risc i emoci6 en el fet d’utilitzar metodes topologics aleshores. Crec que
avui hi ha menys risc pero no menys emocio.

Quarta observacio (sobre les demostracions correctes, Il)

Fent matematiques, ens guiem per la intuicio6 i sovint «creiem» més coses de
les que podem provar rigorosament. Aixo porta a enunciats del tipus segiient:

Provem que la resposta és afirmativa per a n = 4 i també discutim poténcies
de 2 més altes.

Aix0 esta tret de la versio final en preprint (la sisena) a arXiv:0812.2241v6
de I'article de Nandakumar i Ramana Rao [14]. A la versi6 publicada diu:

Donem una prova elemental del fet que la resposta és afirmativa peran =4 i
ho generalitzem a poténcies de 2 més altes.

Efectivament, a [14] s’exposen idees boniques pero les proves que es donen
per a n = 4 iles que s’indiquen per a poténcies de 2 superiors s’han d’elaborar
més.2 Per una altra banda, Karasev, Hubard i Aronov donen una prova diferent
per al cas de poténcia d’'un primer en el problema de Nandakumar i Ramana
Rao, publicada a Geometriae Dedicata el 2014 [11]. Sembla que no hi ha cap
manera de fer rigoros i complet el seu enfocament, un fet que comportaria
establir una relaci6é entre la classe d’Euler i les classes d’homologia induides
per seccions transversals generals.3 Karasev ho resumeix a la seva pagina web
de la manera segiient:

En aquesta versio donem uns enunciats més clars i una mica més generals dels
teoremes principals i ens esforcem a explicar la prova del lema topologic. El
nostre meétode amb vista a provar el lema topologic és el mateix que van fer
servir D. B. Fuks i V. A. Vasiliev en els casos particulars que van tractar. Una
altra aproximacio, més técnica i més rigorosa, al lema topologic es pot trobar a
I'article arXiv:1202.5504 de P. Blagojevic i G. Ziegler.

2 Per exemple, el lema 4 de [14] no és cert tal com esta enunciat, com es pot comprovar en
el cas especial d’'un quadrat per al qual una bisecci6 per una recta vertical déona lloc a dos
rectangles que tenen particions justes en dues parts convexes amb un rang de perimetres que
varia continuament, pero per a una biseccié proxima a la vertical els quadrilaters que s’obtenen
només tenen un nombre finit de particions justes.

3 Karasev i d’altres també van considerar el problema de la no existéncia de 1'aplicaci6 equi-
variant F(R4,n) — S"2 en el cas que n sigui poténcia d’un primer. Amb aquesta finalitat, van
intentar provar que la classe d’Euler amb coeficients girats d'un fibrat vectorial natural sobre
la varietat oberta F(R%,1)/$, no és nulla. Tanmateix, la relacié entre una secci6 transversal
geneérica i la classe d’Euler del fibrat via la dualitat de Poincaré falla per a varietats obertes. Per a
una discussiéo més detallada, vegeu [7, p. 51].
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Cinquena observacio (sobre comptar)

Haviem promes de fer tres observacions. Pero tots sabem que hi ha tres classes
de matematics: els que saben comptar i els que no en saben.

Un poema abans d’acabar

Aquest article pretén demostrar com un «problema petit com una mosca»
serveix com a banc de proves per a alguns «canons de les grans teories». De
problemes petits com una mosca n’hi ha molts més, com ara un problema
d’incidencia multiple conegut com el problema de Tverberg amb colors (vegeu,
per exemple, [17] i [4]) o el problema de I'existéncia d’aplicacions altament
regulars de R? — RN, continues i que transformin k punts diferents en vectors
linealment independents [6]. Els progressos en aquests problemes no només fan
servir teories topologiques complicades sin6 que depenen també del progrés
en la comprensio i en el calcul d’informacié subtil de topologia algebraica sobre
els espais de configuracions i del desenvolupament de teoria avancada. Aixi
doncs, hom fa també progressos dins de la topologia algebraica, els quals ens
han permeés de resoldre problemes técnics plantejats fa temps, com ara la
conjectura generalitzada de Vassiliev [3].

En resum, la relaci6 entre les mosques i les canonades és forca més compli-
cada del que es podria pensar a primera vista. Nosaltres disparem canonades a
les mosques pero, de vegades, les mosques s’hi tornen. Deixem parlar el poeta:

Dos errors

Reconec que, en el seu moment,
vaig disparar mosques contra canons.

No en vaig encertar cap de ple,
ho admeto.

[...]

Disparar canonades a les mosques, pero,
hagués estat caure en I’error oposat.

Hans Magnus Enzensberger

Agraiments

Gracies a Pavle Blagojevi¢, que ha estat un company meravell6s durant molts
anys i en molts viatges, i a Arnau Padrol per la revisi6 de la traduccié de I'article
ila traducci6é del poema.
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The mathematical work of Evarist Giné

In this article we give an overview of Evarist Giné’s contributions to the modern
probability theory and mathematical statistics in an infinite-dimensional set-
ting. The sections correspond to the areas in which he had the most relevant
participation: probability in Banach spaces, empirical processes, the bootstrap,
U-statistics and U-processes, and mathematical statistics. Emphasis is put on
the profound impact his work has had on the present probability theory, mathe-
matical statistics and more recently machine learning. It also contains a short
biography and a list of his publications. It has been written on the occasion of
his death.

Keywords: probability in Banach spaces, central limit theorem, empirical pro-
cesses, bootstrap, U-statistics, density estimation.
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The mathematics behind cryptocurrencies

In the context of a presentation on the basics of cryptocurrencies like Bitcoin,
we introduce three topics central to modern cryptography: digital signatures,
hash functions and zero-knowledge proofs. The mathematical problems that
arise here can be used as examples by teachers and professors to encourage
the study of modular arithmetic, probability theory, graph theory and compu-
tational complexity.
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New results and procedures in the mathematics of the 17th century: maxima’s
calculations in Pietro Mengoli (1626/1627-1686)

The publication in 1591 of In artem analyticen isagoge by Francois Viete (1540-
1603) constituted an important step forward in the development of a sym-
bolic language. As Viete’s work came to prominence at the beginning of the
17th century, other authors, like Pietro Mengoli (1626/1627-1686), also began
to consider the benefit of algebraic procedures for solving all kind of problems.
Mengoli followed the algebraic research of Viete in order to construct geometry
of species, Geometriae Speciosae Elementa (1659), which allowed him to use
algebra in geometry in complementary ways to solve quadrature problems.
Mengoli, like Viete, considered his algebra as a technique in which symbols are
used to represent not just numbers but also values of any abstract magnitudes.
He dealt with species, forms, triangular tables, quasi ratios and logarithmic
ratios. However, the most innovative aspect of his work was his use of letters
to directly study geometric figures via their algebraic expressions. In this arti-
cle, I analyze the algebraic construction of these geometric figures, the use of
triangular tables and the singular proof developed by Mengoli for finding the
maxima of these geometric figures before the development of Newton’s and
Leibniz’s calculus. This analysis illustrates Mengoli’s mathematical ideas on the
specific role of symbolic language as a means of expression and as an analytic
tool.
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Cannons at Sparrows

The story told here starts with an innocuous little geometry problem, posed
in a September 2006 blog entry by R. Nandakumar, an engineer from Calcutta,
India: This little problem is a «sparrow», tantalizing, not as easy as one could
perhaps expect, and Recreational Mathematics: of no practical use.
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I will sketch, however, how this little problem connects to very serious
mathematics: For the modelling of this problem we employ insights from a key
area of Applied Mathematics, the Theory of Optimal Transportation. This will
set up the stage for application of a major tool from Very Pure Mathematics,
known as Equivariant Obstruction Theory. This is a «cannon», and we’ll have
some fun firing it at the sparrow.

On the way to a solution, combinatorial properties of a very classical geo-
metric object, the permutahedron, turn out to be essential. These will, at the
end of the story, lead us back to India, with some time travel that takes us
one hundred years into the past: For the last step in our (partial) solution of
the sparrows problem we need a simple property of the numbers in Pascal’s
triangle, which was first observed by Balak Ram, in Madras 1909.

But even if the existence problem is solved, the little geometry problem is
not: If the solution exists, how do you find one? This problem will be left to
you. Instead, I will comment on the strained relationship between cannons and
sparrows, and to this avail quote a poem by Hans Magnus Enzensberger.
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