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Resum: L’estudi dels cicles limit dels sistemes polinomials d’equacions diferencials
al pla ve motivat tant per la seva aparicié en molts models matematics de la realitat
com per la segona part del problema xvI de Hilbert. En aquest treball farem un breu
recordatori d’aquest problema i veurem el paper important que fan les equacions
diferencials d’Abel en aquest tema.
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1 Introduccio

Les equacions diferencials (ED) polinomials al pla apareixen sovint com a models
senzills de diversos fenomens a la fisica, I’ecologia, la quimica, I’economia, la
medicina... Vegem-ne uns quants exemples:

e Usantleslleis d’'Ohm, Faraday i Kirchhoff es pot deduir que I'ED que modela
I'estat d’un circuit RLC (resisténcia-bovina-condensador) és I'anomenada
avui en dia equaci6 de Van der Pol, estudiada per aquest matematic
el 1927; vegeu [31, 48]. Aquesta equacio en versio adimensionalitzada
s’escriu ¥ + p(x%2 — 1)x + x = 0 0, equivalentment, com el sistema d’ED
cubiques al pla,

X=y, ¥=-x-ux*-1)y,

on U és un cert parametre positiu, x ens dona la intensitat del circuiti y
el seu voltatge.

Article basat en la lli¢o inaugural del curs 2011-2012, «Equacions diferencials d’Abel o el miratge
de la simplicitat» dels graus de Matematiques i Estadistica Aplicada de la Universitat Autonoma de
Barcelona.
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¢ El model depredador-presa de Rosenzweig-MacArthur [41, 45] esta donat

pel sistema d’ED

. dx X mxy .ooady mxy
T "’X<1 k) Arx’ YT ar T T T Y A

on tots el parametres s6n positius, i x = 0, ¥ = 0 son les densitats de

les dues poblacions, predador i presa, respectivament. Introduint un nou

temps s tal que dt/ds = A + x, el sistema es transforma en un sistema

d’ED polinomial cubic. De fet, en general, els models de dinamica de

poblacions anomenats de Kolmogorov s’escriuen

x=xf(x,y), ¥=y9(x,y),
per a unes certes funcions f i g que tenen en compte la interrelacio
entre les dues poblacions descrites en cada model: depredador-presa,
parasitisme, simbiosi, competéncia... i que sovint es prenen racionals.

Un model, de nou adimensionalitzat, per a estudiar 1'evoluci6 de reaccions
quimiques és

x=x>y-x+b, y=-x%y+a,
on a i b sOn parametres reals positius i x i  donen les concentracions
dels reactants; vegeu [46].

De fet, es demostra que tots tres models es caracteritzen perque quan el
temps augmenta les solucions tendeixen a una orbita periodica (cicle limit)
de I'’ED. Aquesta solucié ens indica com es comporta el circuit, o el model
depredador-presa, o la reaccié quimica. En tots tres casos, passat un cert estat
transitori, el que observem és un comportament oscillatori estable del model.

X

2N\ N
\— i

FIGURA 1: A I'esquerra, un cicle limit al pla (x, ) i dues orbites que hi
tendeixen. A la dreta, la primera coordenada x = x(t) de I’0rbita que
tendeix al cicle limit des del seu interior.

o

Recordem que, en general, donada una ED, X = f(x), x € R", una soluci6
no constant x = ¢(t) tal que ¢(t + T) = ¢p(t), per aun cert T > 0, s’Tanomena
orbita periodica de I'ED. El minim valor T que satisfa la propietat esmentada
s’anomena periode de 1’0rbita periodica. Si aquesta orbita periodica té un entorn
obert a I'’espai de fase dins del qual és I'inica soluci6é periodica, aleshores
s’anomena cicle limit.



De les equacions diferencials d’Abel al problema xVv1 de Hilbert 125

D. Hilbert (1862-1943) H. Poincaré (1854-1912)

Els exemples anteriors, i molts d’altres, mostren que les orbites periodiques
en general i els cicles limit en particular sén uns dels objectes interessants
quan s’estudien ED. Aix0 és encara més cert quan es tracta d’ED al pla, ja
que en aquest cas el teorema de Poincaré-Bendixson ens assegura que no
apareixen els anomenats atractors estranys i aleshores tots els comportaments
limit sén senzills. En concret, aquests comportaments sé6n o bé punts critics
(comportaments estacionaris), o bé orbites periodiques (comportaments oscil-
latoris), o bé els anomenats grafics o policicles, que no tractarem en aquest
treball. De fet, els comportaments limit corresponen a les solucions de les ED
observables en els models reals.

De totes maneres, la motivacié per a estudiar els cicles limit dels sistemes
d’ED al pla no es restringeix a la seva aplicabilitat per a I'estudi de diversos
models reals. Hilbert, en la seva famosa llista de problemes exposada al Congrés
Internacional de Matematiques de I'any 1900, va dedicar la segona part del
problema xVI als cicles limit. Aquesta segona part es podria resumir com:

Donada la familia d’equacions diferencials a R?,

X =Pu(x,y), ¥=0Qnlx,y), (1)

on P, i Q4 s6n polinomis arbitraris de grau menor o igual que n, esbrinar
si hi ha una fita uniforme, # (n), per al nombre de cicles limit que pot
tenir.

La primera part del seu problema xvI fa referencia al nombre i la disposicio
de les components d’'una corba algebraica plana; vegeu, per exemple, [49, 50].

La seva pregunta estava segurament motivada pels estudis previs d’Henri
Poincaré. Es interessant llegir el treball recent [27] en el qual s’explica la resposta
de Poincaré de I'any 1908 a la llista de problemes de Hilbert.

La segona part del problema xvi és molt lluny de ser resolta. A finals del segle
passat hi va haver un aven¢ molt significatiu. De manera independent, Ecalle
i II'vashenko a [20, 33] van demostrar que cada camp concret de la forma (1)
té un nombre finit de cicles limit. Amb motiu del centenari del problema Xvi1
van sorgir diverses revisions sobre els avencos que s’havien fet; citem, per
exemple, [34, 38] i vegeu també [28]. Igualment, val la pena remarcar que Smale,
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en una llista de problemes per a aquest segle [47], va tornar a incloure la qliestio
del nombre de cicles d’ED polinomials al pla. Atesa la dificultat esmentada
per a abordar el cas general (1), va proposar dirigir tots els esforcos a un cas
particular d’ED polinomials al pla, les anomenades ED de Liénard,

on F,, és un polinomi de grau n. Aquest problema també es resisteix a ser resolt.
Ultimament hi ha hagut petits perd importants progressos en aquesta qiiestio
que mostren que és encara més dificil del que semblava; vegeu [19, 37]. De fet,
en paraules de Smale mateix, els treballs [20, 33] encara no han estat digerits
per la comunitat matematica.

Se sap molt poc sobre els nombres # (n). Es ben conegut que les ED lineals
autonomes no tenen cicles limit, tot i poder presentar continus d’orbites pe-
riodiques. Per tant, { (1) = 0. No és dificil construir una ED quadratica amb
cicles limit. Per exemple, 'ED

X=-yQ2+x+y)-(x>+y>-1), y=xQ2+x+)

té com a cicle limit el cercle x? + y? — 1 = 0 i, per tant, H (2) > 1. Potser
cal remarcar aqui que, al contrari que en aquest exemple académic, la major
part dels cicles limit que apareixen a les ED no es poden trobar explicitament.
Avui en dia se sap que H (2) = 4 i es pensa que F (2) sera 4, perd aquest
problema, en aparenca senzill, esta resistint totes les aproximacions usades.
De fet, ni tan sols se sap si H (2) existeix. De manera similar només se sap que
H(3) =11 o que HH (4) = 20; vegeu [28].

Pel que fa al cas general, el millor resultat conegut és el que afirma que H (n)
creix com a minim com K n?log(n) per a una certa K > 0. Aquest resultat va
ser provat el 1995 a [9]. Vegeu també [38].

Atesa la dificultat d’aquest problema de Hilbert, el principal objectiu d’aquest
treball sera localitzar quina és la familia d’ED més senzilla per a la qual la qiiestio
del nombre de cicles limit no se sap resoldre i donar una panoramica de quin
és el coneixement actual sobre aquesta familia. De fet, farem una excursio
que comencara per les ED lineals, passara per les ED de Riccati i acabara en
les ED d’Abel. Finalment, veurem que, de fet, les ED d’Abel estan fortament
relacionades amb el problema de Hilbert, tancant d’alguna manera el cercle.

Aprofitarem aquest recorregut per a veure d’'una manera senzilla perque
H (n) creix com a minim quadraticament amb n.

2 De les equacions diferencials lineals a les equacions
diferencials d’Abel

Queé ha de fer un matematic davant d'un problema, com el de Hilbert, que
sembla inabastable? Doncs, buscar el cas més senzill del problema que no se
sapiga resoldre i intentar trobar-hi la resposta.
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Es facil veure que les ED a R no tenen solucions periodiques i que, per tant,
no tenen cicles limit. Ja hem vist que les ED a R? si que en tenen. I entre R i R2?
Les ED de la forma

x = f(t,x), (2)
amb x € R, s’anomenen ED no autonomes i informalment es diu que «viuen
a dimensio6 1.5». Estudiem-les amb una mica de detall. Com que busquem ED
amb solucions periodiques, imposarem a més que f sigui T-periodica en t. De
fet, canviant d’escala el temps, podem suposar que T = 271r. Per a aquestes
equacions no autonomes podem definir de manera similar les nocions d’orbita
periodica i de cicle limit. L'anica diferéncia és que en aquest cas totes les
solucions periodiques tenen periode 27r.

Si anomenem x = ¢(t, p) a la solucio de (2) tal que ¢ (0, p) = p, la funciod
II(p) := ¢ (21, p) juga un paper determinant per a coneixer el nombre d’orbites
periodiques. Aixi, els punts fixos de II(p) corresponen a orbites periodiques
de (2) i els seus punts fixos isolats séon condicions inicials que donen lloc a
cicles limit. Aquesta aplicacio I1 se sol anomenar aplicacio de Poincaré; vegeu
la figura 2.

II(p) = p (211, p)

FIGURA 2: Aplicaci6é de Poincaré.

En aquesta secci6 estudiarem el nombre de cicles limit de les ED no autono-
mes lineals, de Riccati i d’Abel.

2.1 Equacions diferencials lineals

Considerem ED lineals, x = a(t) + b(t)x, amb a i b funcions derivables i 27T-pe-
riodiques. Per exemple I'ED, x = 2 sin(t) + sin(t) x té totes les solucions periodi-
ques, pero no té cicles limit. Aixo és degut al fet que les solucions que compleixen
la condici6 inicial x(0) = p son

X = ¢(t,p) =-2+ 2+ p)elfcost’

i clarament totes son 21r-periodiques. Observem que ara l’aplicacié de Poincaré
ésII(p) = p.D’altra banda, I'ED x = 2 sin(t) — x té un tnic cicle limit. En aquest
cas, les solucions que satisfan x(0) = p, s6n

x = ¢(t,p) =sint —cost + (1 +p)et.

Aleshores, I1(p) = p ens dona 'equaciéo —1 + (1 + p)e 2™ = p, que té com a
solucio p = —1. Per tant, el cicle limit, que és Unic, és ¢(t,—1) = sint — cos t.
En general, tenim el resultat segiient:
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J. Riccati (1676-1754) D. Bernoulli (1700-1782)

LEMA 1. Les ED lineals 21t -periodiques tenen:

(i) un continu de solucions periodiques (centre); o bé
(ii) cap solucio periodica; o bé
(iii) una unica solucio periodica (cicle limit).

PROVA. La soluci6 de x = a(t) + b(t)x, que compleix x(0) = p és:
t
X =t p) = (I a(s)e B ds + p) eB,
0

on B(s) = Jy b(w) dw. Per tant, I'aplicaci6 de Poincaré és
[(p) = p(2m,p) = m + np,

on

21
m = B J a(s)e B8 ds,  n=eBC™,
0

Les orbites periodiques corresponen als valors de p que séon soluci6 de '’equa-
cio II(p) = p, que en el nostre cas és 'equacio lineal m + np = p. Aquesta
equacio té 0,1 o un continu de solucions segons els valors de m i n. Aixo prova
el resultat. O

2.2 Equacions diferencials de Riccati

Les ED de Riccati periodiques s’escriuen en la forma
x=a(t)+bt)x +c(t)x?, (3)

on a, b i ¢ sén funcions derivables i 27r-periodiques. Un fet no gaire conegut,
pero remarcable, és que I’estudi d'una ED de Riccati va ser una de les eines clau en
el famos treball [5] de Daniel Bernoulli on va estudiar els efectes de la vacunacio
en el tractament de la verola i que es considera I'inici de 'epidemiologia. Més
concretament, Bernoulli va considerar I'ED
. (n’ (t)
o

14 2
mn(t)x ’

p)xs
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on n(t) és el nombre de persones vives amb edat t, x(t) és el nombre de
persones propenses a contraure la verola a I’edat t, p és la probabilitat que
un individu propens contragui la malaltia i 1/m la proporcié dels qui moren
per la verola; vegeu també [18]. De fet, avui en dia, les ED de Riccati també
apareixen en treballs que estudien la velocitat de propagaci6é de certes malalties
infeccioses; vegeu, per exemple, [44].

Es facil construir exemples d’ED de Riccati amb dos cicles limit. Aixi, 'ED

X =1+sint +cost —cos®t — (1 +2sint)x + x?,

en té dosison x = sintix = 1 + sint. Per a demostrar-ho, calculem les
solucions de I’ED que satisfan x(0) = p. Arribem a

P

X = (P(t,p) =sint + m

Els cicles limit s’obtenen calculant les solucions de II(p) = ¢(2m,p) = p.
Aquesta equacio és equivalent a p = p(p + (1 — p)e?™), que té només dues
solucions, p = 01 p = 1. Aquests valors son les condicions inicials dels dos
cicles limit donats.

Veurem, a continuacio, una prova senzilla i ben coneguda que aquest és el
maxim nombre de cicles limit que poden tenir en general.

PROPOSICIO 2. Les ED de Riccati 21t -periodiques (3) tenen:

(i) un continu de solucions periodiques (centre); o bé
(ii) cap solucio periodica; o bé
(iii) una unica solucio periodica (cicle limit); o bé
(iv) dues solucions periodiques (dos cicles limit).

PROVA. Sil’equacio no té cap solucio periodica, ja hem acabat. Suposem que
en tingui una, x = xo(t). Aleshores, fent el canvi de variable

1

yZX—Xo(t)’

I’ED (3) s’escriu
v =—c(t) + 2c(t)xo(t) + b(t))y,

que és una ED lineal i ja es pot resoldre explicitament. Calculant la seva solucio
i desfent el canvi que hem fet obtenim que la soluci6é de (3) que compleix
x(0) = p s’escriu

M(t) + N(t)p

P(t) +Q(t)p’

per a certes funcions M, N, P, Q que depenen de a, b, c i xg.
Per tant, I'aplicaci6 de Poincaré és

x =¢(t,p) = 4)

_ MQ@m)+NQ2m)p m+mnp

) = em +aemp ~ prap’
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N. H. Abel (1802-1829). Bitllet i segell commemoratius.

amb m, n, p i g nombres reals. Recordem que les orbites periodiques corres-
ponen als valors de p que compleixen I1(p) = p, igualtat que en aquest cas
s’escriu

m+mnp

p+ap
Aquesta equaci6 té 0, 1, 2 o un continu de solucions, segons els valors dels
parametres. Aix0 prova la proposicio. O

Tot i que les ED de Riccati semblen totalment enteses, encara hi ha un
problema amb referéncia a aquestes equacions que no esta resolt: determinar,
només a partir de a, b i ¢, quina de les quatre opcions de la proposicio 2 es
dona. Aixo és senzill de fer quan es coneix alguna soluci6 explicita, pero no ho
és en el cas general.

Es interessant observar que l’aplicacié de Poincaré per a les ED de Riccati
és el que s’anomena una homografia o transformacio de Mobius. Més enda-
vant tornarem a aquest punt. El matematic alemany August Ferdinand Moébius
(1790-1868) és conegut també per la famosa banda que porta el seu nom.

2.3 Equacions diferencials d’Abel

En aquesta subsecci6 considerarem les ED d’Abel,
X =a(t) +bt)x +c(t)x® +d(t)x3, (5)

amb a, b, c i d funcions derivables i 2m-periodiques. Abans de comencar a
estudiar-les no podem deixar de comentar la importancia del treball de I'’eminent
matematic noruec Niels Henrik Abel, fet a més en un periode molt curt de temps.
Un treball facilment accessible on s’expliquen moltes de les seves contribucions
és [32]. Resumint, direm que alguns dels temes que va estudiar son: les series,
les equacions funcionals i algebraiques, les equacions integrals i les integrals
elliptiques i hiperelliptiques. De fet, avui en dia hi ha més de 1.400 treballs
a la base de dades MathSciNet amb el nom «Abel» al seu titol i més d’11.000
amb la paraula «abelian». Els resultats d’Abel sobre les ED de Riccati i sobre les
equacions (5) es poden trobar a [1, cap. IV i V]. Més concretament, al capitol v,
Abel va estudiar la integrabilitat de I’equaci6 diferencial

(v + s(t))% —_d(t) - c(t)y — b(D)Y?
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Quan s(t) = 0, amb el canvi de variable x = 1/, aquesta equacio es transforma
en (5) amb a(t) = 0. En general, fent el canvi x = 1/(y + s(t)) arribem a
un resultat similar. Sembla que va ser Kamke, en el seu famos llibre sobre
integrabilitat, que va donar aquest nom a I’ED (5) quan presentava els resultats
d’Abel (1881), Liouville (1886) i Appell (1889) sobre el tema (vegeu [7, 36]).

Com en el cas de Riccati, les ED d’Abel apareixen sovint en diversos ambits
de la ciéncia. Aixi, per exemple, en els treballs [4, 21, 29] s’apliquen a models
d’ecologia, a teoria de control per a circuits electrics i a cosmologia.

En aquest punt ja no ha de sorprendre que hi hagi ED d’Abel amb tres
cicles limit. Aix0 és ben cert, pero aquestes equacions ens tenen reservada una
sorpresa:

TEOREMA 3 (LINS-NETO, [39]). Donat qualsevolk € N hi ha una ED d’Abel 21t -pe-
riodica (5) que té com a minim k cicles limit.

Donarem les idees principals de la demostracié d’aquest resultat i altres
propietats de les ED d’Abel a la secci6 seglient.

3 Alguns resultats sobre les equacions d’Abel

Dividirem aquesta secci6 en dues parts. A la primera, enunciarem i provarem
alguns resultats que donen fites superiors per al nombre de cicles limit per a
les ED d’Abel (5), amb certes hipotesis addicionals, i a la segona, ens centraren
en la prova del teorema 3.

3.1 Resultats que fiten el nombre de cicles limit per a una ED d’Abel

Una de les principals diferencies entre les ED de Riccati o les lineals i les d’Abel
és que, per a aquestes ultimes, no se sap trobar explicitament ni el flux, ni
I'aplicaci6 de Poincaré associada, I1. Afortunadament, hi ha un resultat de
Lloyd [40] que ens dona una expressio forca util que relaciona IT', IT” i IT""" en
el cas general.

PROPOSICIO 4 (LLOYD, [40]). Considerem I’ED 2Tt-periodica no autonoma (2),
amb f de classe C3. SiTl és la seva aplicacié de Poincaré associada, aleshores

21 0
IT' (p) = exp (Jo atf(5,<l5(t,[)))dt) ,

. , 21T aZ t a
" (p) =1'(p) UO @f(t@(t,p))exp (JO axf(s,¢>(s,p))als> dt],

1" (p)
II'(p)

2 21T 3
" (p) = T’ (p) [;( ) +j0 a%f(t,qb(t,p))

ta
X exp (2[0 aXf(s,qb(s,p))ds) dt |,

on ¢(t, p) és la solucio de (2) que compleix ¢ (0, p) = p.
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PROVA. Com que x = ¢ (t, p) és la solucié de (2), es compleix que

S bt0) = it bt B(0,0) = p.

Derivant respecte a p i usant la regla de Schwarz, tenim que

0 . . _ 02 ,

on per simplicitat fem servir la notaci6

%d)(t,p) =¢'(t,p), aapzz¢(t,p) =@ (t,p) i aa;@(t,p) =@ (t,p).
Per tant,
td
$'(t,p) = exp (L) S f (5,5, 0)) ds) , (©)
i, a més,
(@ (€)= L F (L, p).

ot

Derivant aquesta igualtat respecte a p i utilitzant altra vegada la regla de
Schwarz, obtenim

a 12 t, az ,
at (?)f((t 53) = 52 [t bt p) ' (L, p). )

Integrant (7), arribem a
P (t,p) r 0%
P’ (t,p) 0 0x?
Com que IT(p) = ¢ (211, p), substituint ¢ = 277 a la formula anterior i usant (6),

obtenim I'expressio de IT"’ (p) donada a I’enunciat.
Fent una derivacié més de (7) respecte a p, obtenim

3 ¢,”(tap)¢,(t,p)_d)”(t,p)z
ot ¢’ (t,p)?

3 2
= aa?f(t,d)(t,l))) ¢ (t,p)* + %f(t#)(t,p)) & (t,p)

¢”(t,p)8(d)”(t,p))
¢’ (t,p) ot \ ¢’ (t,p)

_ o / » 10 ((¢"(,p) ?
= 33 (Lot p) (L, p)” + (( :

f(s,p(s,p)) P’ (s,p)ds.

3
= a%f(t,qb(t,p)) b’ (t,p)? +

20t \\ ¢’ (t,p)

Per tant,

i (p”,(t;p)d),(t,p)_d)”(t;p)z _1<¢”(t,p)
ot ¢’ (t,p)? 2\ ¢'(t,p)

2 83
— Y 2
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d’on deduim que
2

e ’r t 3
S (t’p)—3<¢ (t’p)> —[ 2 (s, b(5,p)) ' (5,p)% ds.

¢'(t,p) 2\ P'(t,p) 00X
Substituint t = 27T a la formula anterior i fent servir altra vegada (6), obtenim
I'expressio6 de IT""" (p) desitjada. O

Aplicant la proposicié 4 podem donar per a les ED d’Abel un resultat similar
al lema 1 i a la proposici6 2, afegint, pero, una hipotesi addicional. Aquest
resultat va ser demostrat a [43], molt abans que la proposicié anterior. Inclourem
també la prova original i la compararem amb la basada en la proposicio 4.

TEOREMA 5 (PLISS, [43]). Les ED d’Abel (5), 21t-periodiquesiamb d(t) > 0, tenen:

(i) cap solucio periodica, o bé
(ii) 1, 2 o 3 cicles limit.

PROVA AMB LA FORMULA DE LLOYD. Seguint [24], utilitzarem la proposici6 4.
En primer lloc, observem que, per a I'ED d’Abel,

a3

Per tant, com que a més IT'(p) > 0, tenim que IT""'(p) > 0. Suposem ara, per
arribar a contradiccio, que I'ED tingués com a minim quatre orbites periodiques.
Aleshores, 'anomenada funcio de desplacament, A(p) :=II(p) — p, tindria com
a minim quatre zeros i estaria ben definida en un interval obert, 7, contenint-
los tots. Aplicant tres cops el teorema de Rolle, conclouriem que A", A" i A"’
tindrien com a minim 3, 2 i 1 zero, respectivament, tots continguts al mateix
interval 7. Com que A"’ (p) = IT""" (p) > 0, hem arribat a la contradicci6é desitjada.
Per tant, 'ED tindra com a maxim tres orbites periodiques, que en cas d’existir
hauran de ser cicles limit, tal com voliem demostrar. O

Donem a continuacié la demostraci6 de Pliss:

PROVA ORIGINAL DEL TEOREMA 5. Suposem, per tal d’arribar a contradiccio,
que 'ED d’Abel (5) té quatre solucions 21r-periodiques, x1 (t) < x2(t) < x3(t) <
x4(t) i considerem la funcié positiva

(x4(t) —x1 (1)) (x3(t) — x2(1))
(x3(t) —x1(8)) (x4(t) — x2(t))"

H(t) := (8)

Aquesta funcio, per a cada t, ens dona la ra6 doble entre els quatre punts x;(t),

i=1,...,4. Calculant, s’obté que

w = —d(t) (xa(t) — x3(8)) (x2(t) — x1(£)) < 0. 9)
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D’altra banda,

21
dntH®) 41 _ 0 2m)) = In(H(0)) = 0,

0 dt
ja que la funcié H és 27r-periodica, i s’arriba, per tant, a la contradiccié buscada.
Aixi, I'ED té com a maxim tres cicles limit com voliem demostrar. O

Tot i que les dues proves que hem donat soén en aparenca diferents, vegem
que, en esséncia, soOn la mateixa. Per a aixo necessitem recordar les anomena-
des diferencies dividides, que son usades normalment per al calcul efectiu de
polinomis interpoladors.

Donada una funci6 g: R — R i x1, x2,...,X»n nombres reals diferents, escri-
vim g; := g(x;) i definim de manera recurrent,

Yiz,in-1,in ~ Yir,iz,enin-1

11,02,00in-1,in +— peran < m.
gllZ n-1ln xin_xl'l ’

Aquestes diferencies dividides compleixen

Giriz,enin = o (i1),0(i2),..,0 (in)s
on o és qualsevol permutacio. A més, quan g és de classe C"1,
1 _
Gi iz ein1in = mg(" V@), (10)

on & és un nombre que pertany a l'interval format pels punts xi1,x2,...,Xm;
vegeu [35]. Observeu que, quan n = 2, I’expressio (10) és precisament el teorema
del valor mitja.

Si considerem I’ED d’Abel

X =a(t)+bt)x +ct)x®+d(t)x3 = f(t,x)

i, seguint Pliss, en prenem quatre solucions, x1(t) < x2(t) < x3(t) < x4(t),
tenim que

d(n(H (1)) _ f(t, x4(t)) = f(E,x1 (1)) N S, x3(t) — f(t,x2(1))

dt x4(t) — x1(t) x3(t) — x2(t)
S x3(0) - f(@E,x (1) f(E x4 (t) - f(,x2(1))
x3(t) —x1(t) x4(t) — x2(t) ’

on H esta donada a (8). Fixem ¢ i, per simplificar la notacio, escrivim x; = x;(t)
iintroduim g(x;) = f(t,x;(t)). Aleshores, usant '’expressio anterior, la notaci6
de diferéncies dividides i les seves propietats, tenim

d(In(H(t
%t()) =4da1+ 932 — 931 — ga2 = (a1 — g2,4) + (932 — 91,3)
= 92,4,1(X1 - XZ) + g113‘2(X2 — xl) = (g1’2’4 _ g3,1,2)(X1 —x5)
]‘ rrr
= 93,124 (%4 = X3) (X1 = x2) = = 379"" (£) (4 = x3) (x2 = x1)

3
_ _é%m(t) — x3(0) (x2 (1) — x1 (D).
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En resum, el que hem vist és que el métode proposat per Pliss funciona gracies

al fet que w no s’anulla, mentre que la prova basada en la féormula de

Lloyd ho fa perqué passa el mateix amb agg )(fg'x ). Ara bé, per a ED d’Abel, les dues
condicions coincideixen. Encara que de manera implicita, aquesta comparacio
entre ambdos meétodes ja apareix a [13].

NOTA. Igual que passa amb els zeros dels polinomis, els cicles limit també
tenen associada una nocio de multiplicitat, que no és més que la multiplicitat
del zero de la funci6 de desplacament, A(p) = I1(p) — p. Hi ha cicles limit de
multiplicitat 1 (que s’anomenen hiperbolics), cicles limit de multiplicitat 2, i
aixi successivament. El teorema 5 també es podria enunciar dient que, quan
d(t) > 0, la suma de les multiplicitats de tots els cicles limit de I’'ED d’Abel és
com a maxim 3. Aquest resultat és una conseqiiencia directa de la prova basada
en la féormula de Lloyd, pero no s’obté de la demostraci6é de Pliss.

NOTA. De les dues proves presentades, se’'n dedueix que el teorema 5 també
és cert quan d(t) no canvia de signe i s’anulla només a punts aillats. El cas
d(t) < 0 es pot reduir al cas d(t) = 0, fent el canvi de temps t — 21 — t.

Per a concloure aquesta seccid, vegem quines conseqiiéncies podem extreure
quan apliquem els resultats obtinguts a les ED de Riccati.

Aplicant (9), com que d(t) = 0, obtenim que H(t) és constant. Per tant,
donades quatre solucions qualssevol d'una ED de Riccati x;(t) < x2(t) <
x3(t) < x4(t), existeix una constant K tal que

(x4(t) = x1(8)) (x3(t) = x2(t)) _
(x3(t) = x1(8)) (x4(t) — x2(1))

Aquest resultat classic implica que, si es coneixen tres solucions d’una ED de
Riccati, qualsevol altra soluci6 es pot obtenir a partir d’aquestes tres. De fet, la
igualtat (11) va ser segurament la inspiracié de Pliss per a provar el seu resultat.

Vegem ara el que ens diu el resultat de Lloyd quan I'apliquem a les ED
de Riccati. D’acord amb la proposici6 4, obtenim que I’aplicacié de Poincaré

compleix )
b 3 ()
1 W)‘z(nwm> ' (p). (12)

Aquesta equacio6 diferencial, que per cert s’anomena ED de Kummer-Schwarz,
és molt facil de resoldre i les seves solucions son precisament les homografies,
retrobant el resultat que apareix a la prova de la proposici6 2.

Una de les propietats de les homografies és que preserven la ra6 doble.
Recordem, a més, que fixat t, el flux d'una ED de Riccati, ¢ (t, p) donat a (4), és
sempre una homografia. Ajuntant ambdues propietats obtenim de nou (11).

L’ED (12) també es pot escriure

nmm>_3<wwm>2
I'(p)  2\II'(p)

K. (11)

SID(p) := 0.
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L’operador S(IT) s’anomena la derivada schwarziana de I1 i té un paper im-
portant tant en variable complexa [30] com en I'estudi dels sistemes dinamics
discrets reals unidimensionals [16] o en I'estudi dels cicles limit de certes ED no
diferenciables [12]. Va ser introduit per Hermann Schwarz I’any 1869; vegeu [30,
cap. 10].

De fet, és ben conegut que les tniques funcions meromorfes que tenen
derivada schwarziana zero sén les homografies [30], retrobant un cop més el
resultat que caracteritza I’aplicacié de Poincaré de les ED de Riccati.

3.2 Equacions d’Abel amb molts cicles limit

En aquesta secci6 donarem les idees principals per a provar el teorema 3 i, com
a corollari seu, veurem que el teorema 5 no es pot estendre per a ED de tipus
Abel, amb «grau» més gran que 3. Donarem també un resultat de [22], que ens
mostra que per a ED de tipus Abel no és facil saber quan el nombre de cicles
limit és fitat i quan no ho és. Finalment, seguint [14], enunciarem un resultat
que prova que el nombre de cicles limit per a ED no diferenciables no és acotat.

IDEA DE LA PROVA DEL TEOREMA 3. Prenem una ED de Riccati 21r-periodica
x = c(t)x?2. (13)
Les seves solucions s’escriuen com

P

x = ¢olt,p) = m,

t
on C(t) = Jo c(s)ds.

Imposant que C(21r) = 0, obtenim que a prop de p = 0 I'ED té un continu
de solucions periodiques. De fet, si C := max;e[o 2] |C(t)|, pera |p| < 1/C, les
solucions de I’ED sén 27r-periodiques.

Per tal d’obtenir una nova ED d’Abel amb k cicles limit com a minim, pertor-
bem (13) de la manera segiient:

X =c(t)x?® + ed(t)x3,

on ¢ és un parametre petit. Aleshores, pel teorema de dependéncia diferenciable
respecte de les condicions inicials, les solucions d’aquesta nova ED es poden
expressar com

P(t,p,€) = Po(t,p) + w(t,p)e+ O(e?).

Calculem y(t,p) = % ‘5:0. Per simplicitat, escrivim ¢(t,p,&) = ¢ =
Po+We+0(e2),c=c(t)id=d(t). Tenim

% (¢0 + e+ 0(82)) =c <¢>o + e+ 0(52)>2 +&d (¢0 + e+ 0(52))3
= c(Pp3 +2¢powe + 0(£2)) + ed(Ppd + O ()
=cpi+ (2c¢0(,u + d¢>g) £+ 0(&2).
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Per tant, ¢’ = 2c¢poy + d(l)%, on ¢’ = oyl(t,p)/ot. Com que ¢q és solucio
de (13), aquesta ED s’escriu com ¢’ = 2¢po@/do + d¢>(3) 0, equivalentment,

(w/d)(z)), = d¢y. Resolent aquesta ED, tenim

t t
w(t,p) = dolt, p)* JO d(s)po(s, p) ds = po(t, p)? JO %ds

Recordem que la solucié que comenca a p és un cicle limit de I’ED pertorbada si
és una soluci6 aillada de D(p, €) := ¢ (21, p,€) = p. Aquesta equacio s’escriu
com

21
D(p,¢) = ep® JO %dt +0(£%) =0

La funci6

_ 21 d(t)
M= | e

es coneix com a funcio de Melnikov o funcio de Pontryagin associada al problema.
Del teorema de la funci6 implicita aplicat a D(p, €) / €, se’'n dedueix que els zeros
simples no nuls de M donen lloc, per a & prou petit i fixat, a zeros aillats de
la funcié D. Més concretament, si p = p compleix M(p) = 0i M'(p) # O,
aleshores existeix una funci6 diferenciable g tal que g(0) = p, i per a € prou
petit D(g(g),e) =0

En altres paraules, el que hem vist és que cadascun dels zeros simples i no
nuls de M (p) dona lloc a un cicle limit de la corresponent equacié d’Abel per
a & prou petit. Per tant, hem reduit la prova del teorema a trobar funcions ci d
tals que la corresponent funcié M tingui com a minim k zeros no nuls i simples.

Per a qualsevol k € N, prenem c(t) = cos(t) i d(t) = P(sint), on P és un
polinomi de grau k a determinar. Aleshores, per a p prou petit,

. [ P(sint) M Cm
M(p).—JO l—sm(t)p J mzzop P(sint)sin™ t dt
k 21
= > < P(sint) sinmtdt) p™ + 0 (p* 1) = N(p) + O(pk),
m=0 0

on N és un polinomi en p de grau k. No és dificil veure que, de fet, donat
qualsevol polinomi de grau k, N, existeix un polinomi P tal que la seva funcio
de Melnikov associada M compleix M (p) = N(p) + O(p**1). Aquesta llibertat
per a fixar arbitrariament els primers k + 1 termes de la série de Taylor de M a
I'origen permet construir funcions amb k zeros no nuls i simples, com voliem
demostrar. De fet, a [2, 23] es prova a més que M (p) té com a maxim k zeros.O

Un corollari del teorema anterior ens mostra que per a ED de tipus Abel, amb
«grau» n > 3, el nombre de cicles limit no és acotat, encara que el coeficient de
x" sigui positiu. Per tant, el teorema 5 no es pot estendre per a cap n > 3.
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TEOREMA 6. Donatn € N amb n > 3, i qualsevol k € N, hi ha una ED de la
forma

X=aot) +ar(O)x + - +an1(Ox" ! +a,(t)x™,
amb a;i(t),i = 0,1,...,n, funcions 21 -periodiques, i a,(t) > 0 que té com a

minim k cicles limit.

IDEA DE LA PROVA. Seguint la demostracié del teorema 3, sabem que, donat
qualsevol k € N, hi ha una ED d’Abel de la forma

X = cos(t)x? + P (sin(t))x3,
amb P un polinomi de grau k, i € > 0 prou petit, que té com a minim k cicles
limit. Aquests cicles limit s6n hiperbolics, ja que corresponen a zeros simples
de I'aplicacio de desplacament A associada a I’ED. Per tant, el seu nombre es
manté per a petites pertorbacions de I’ED. Aixi, si prenem la nova ED

X = cos(t)x? + eP(sin(t))x3 + 6x™,

amb 6 > 0 prou petit, aquesta també té com a minim k cicles limit i a,, (t)
6 > 0, com voliem demostrar.

o

El resultat segiient de [22], que es pot provar de manera similar als teoremes 3
i 5, ens mostra com d’endimoniades poden ser les ED similars a les ED d’Abel.
La part (i) també esta provada a [42].

TEOREMA 7. Considerem les ED d’Abel generalitzades i 21t -periodiques
X =a(t) +b(t)x +c(t)x? +x", neN.

(i) Sin = 3 és senar, aquestes equacions tenen com a maxim 3 cicles limit.

(ii) Sin > 4 és parell, per a tot k € N, hi ha una ED d’aquest tipus que té com a
minim k cicles limit.

Per a acabar aquesta secci6, enunciem un resultat de [14] per a ED no

diferenciables que sorprén quan el comparem amb el corresponent per a ED
lineals donat a la secci6 2.1.

TEOREMA 8. Donat qualsevol k € N, hi ha una ED de la forma
x =a(t) +b(t)|x],

amb a i b polinomis trigonometrics 2Tt -periodics, que té com a minim k cicles
limit.
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4 Una relacio entre les equacions d’Abel i el problema xvI de
Hilbert

Per a ED d’Abel 2mr-periodiques, es pot plantejar un problema similar al de
Hilbert:

Donada la familia d’equacions diferencials d’Abel
X = bx + cp(t)x? + dp (1)x3, (14)

onb € Ricyidy soOn polinomis trigonometrics 27r-periodics i homoge-
nis de graus n i m, respectivament, esbrinar si hi ha una fita, A (n, m),
per al nombre de cicles limit que pot tenir.

L’existéncia de A (n, m) jano és un problema senzill d’abordar. Per exemple,
a [10] es demostra que, en un context similar i substituint R per C, aquesta fita
no existeix.

Demostrarem el resultat segiient, que es dedueix dels treballs de Cherkas [8]
i Lins-Neto [39]. Vegeu també [15].

TEOREMA 9. Es compleix que H (2) <2 A(3,6).

PrROVA. En primer lloc, recordem, seguint [15], les propietats segiients de les
orbites periodiques d'una ED quadratica:

e Envolten un tnic punt critic.
o El punt critic ha de ser un focus o un centre.

e Només dos punts critics poden estar simultaniament envoltats per orbites
periodiques.
e Les orbites periodiques sén convexes.

Com que les proves d’aquestes quatres propietats son bastant similars,
no les demostrarem totes. De fet, les quatre acaben essent essencialment
conseqiiéncia d’estudiar el camp vectorial X = (P, Q) associat a 'ED quadratica
(x,¥) = (P(x,¥),Q(x,y)) sobre les rectes que passen pels punts critics de
I'ED.

Demostrem la primera propietat. Si I'ED només té un punt critic, no hi ha res
a dir. Si en té com a minim dos, no és restrictiu suposar que un d’ells és I’origen
i que un altre és, per exemple, el punt (1,0). Aleshores, y |y:0 = Q(x,0) =
ax(x —1).Sia = 0, llavors la recta y = 0 és invariant pel flux de I'ED i, per
tant, cap orbita periodica pot envoltar l'origen. Si a # 0, el signe de ax(x — 1)
ens dona el sentit de tall de les orbites que passen pel punt (x,0). Com que
per a x € (0,1), aquest signe és contrari al cas que x € (—,0) U (1, o), aixo
impossibilita que una orbita periodica pugui encerclar els dos punts alhora;
vegeu, per al cas a > 0, la figura 3(i).
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(i) (ii)
FIGURA 3: Camp vectorial sobre y = 0.

Demostrem ara la segona propietat. Com abans, no és restrictiu suposar
que el punt critic envoltat per una orbita periodica sigui 1’origen. Suposem que
la diferencial del camp X a I'origen té un valor propi real A, incloent també el
cas A = 0. Fent un gir, si és necessari, podem suposar també que (0,1) és la
direcci6 propia associada al valor propi A. Aleshores, Q(x,y) = Ay + ax? +
bxy + cy?. Per tant, y|y:0 = Q(x,0) = ax?; vegeu, per al cas a > 0, la
figura (3)(ii). Argumentant de manera similar al cas anterior tenim que cap cicle
limit pot envoltar I'origen. Per tant, tots els valors propis de la diferencial de X
al (0,0) son complexos o, en altres paraules, I’origen és un focus o un centre,
com voliem demostrar.

Per tant, si una ED quadratica té cicles limit, podem suposar que cadascun
envolta un Unic punt critic, que ha de ser de tipus focus ja que el cas que sigui
un centre es pot descartar per I'analiticitat del sistema. Mitjancant un canvi afi,
aquesta ED quadratica es pot escriure

x'=P(x,y)=-y+bx+Px,y), ¥ =Q(x,¥)=x+by+Q2x,y),
on la prima denota derivada respecte al temps, t, i P> i Q2 son polinomis
homogenis quadratics. En coordenades polars, x = ¥ cos 0, v = ¥ sin 0, aquesta
ED s’escriu com
v =br+ f(0)r*, 0 =1+g(O)r,

on f i g soén els polinomis homogenis cubics

f(0) = P2(cos 0,sin0) cos 6 + Q2(cos 0,sin 0) sin 0,

g(0) = Q2(cos0,sin ) cos 0 — P>(cos 0, sin O) sin 0.

Si introduim la nova variable p, donada per la transformacié de Cherkas p =
r/(1+ g(0)r), tenim

1 , ger: ., br+f(O)r* gOn?

1+g@mr2 ~A+g@r2° ~A+g9@r2 1+gOr

Recordem que els cicles limit s6n convexos. Per tant, podem assegurar que
1+ g(0)r > 0 sobre aquests cicles, i la transformaci6 esta ben definida en
un obert que conté tots els cicles limit que envolten 'origen. Com que v =
p/(1-g(@)p)il/(1+g(0)r)=1-g(0)p,arribem a

r_ _ 2 # p2 _ g,(g)pz
pr=U0-90)p) (bl -g(0)p +f(9)(1 —g(9)p)2> 1-9g(0)p°

p =

Finalment,
p =0 (1-g(0)p)p’ = bp(L~ g(0)p) + F(O)p*(1 - g(0)p) —g'(0)p?

=bp + (f(0) —2bg(0) — g'(0)) p> + g(0)(bg(0) — £(0))p>,
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que és una ED d’Abel de la forma (14), amb c¢;, i d,,;, polinomis trigonometrics
homogenis de graus 3 i 6, respectivament.

Per tant, el nombre maxim de cicles limit envoltant I'origen és A (3, 6). Apli-
cant el mateix resultat a 'altre punt critic que pot ser envoltat simultaniament
per cicles limit, obtenim el resultat desitjat. a

NOTA. De fet, s’ha demostrat que si una ED quadratica té cicles limit que
envolten dos focus diferents, aleshores al voltant d'un d’ells el maxim nombre
de cicles limit és 1; vegeu [51]. Per tant, es compleix que H (2) <1 + A(3,6).

La mateixa idea usada per a provar el teorema 9 es pot utilitzar també per a
estudiar, mitjancant ED d’Abel, el nombre de cicles limit de certes families d’ED
polinomials al pla; vegeu, per exemple, [6, 17, 24, 25]. Les ED d’Abel han resultat
també 1utils per a estudiar la preséncia de continus d’orbites periodiques (vegeu,
per exemple, [3, 11]) o per a estudiar la integrabilitat de les ED (vegeu [26]).

5 Fites inferiors per a H (n)

Per a concloure el treball donarem una prova senzilla del fet que H (n) creix
almenys quadraticament amb #n. Esta basada en una de les idees clau per a
demostrar la millor fita inferior ja esmentada per a H (n) utilitzada a [9].

PROPOSICIO 10. Existeix una successio de valors ny que tendeix cap a infinit i
una constant K > 0 tals que H (ny) > Kni

PROVA. La construcci6 de les ED que donen lloc a la fita inferior es basa en un
procés recurrent. Sigui Xy = (Py, Qo) un camp polinomial donat, de grau ng i
amb ¢y > 0 cicles limit. Com que el nombre de cicles limit és finit, tots estan
continguts en un cert compacte. Per tant, podem fer una translacié6 de manera
que el nou camp, que per simplicitat seguim anomenant Xy, té tots els seus
cicles limit continguts al primer quadrant. Construim a continuacié un nou
camp a partir de la transformaci6

x=u’ y=v
Observem que aquesta transformacio no és un canvi de variables, ja que no és
bijectiva. L’equaci6 diferencial x = Py(x,y), ¥ = Qo(x, ) s’escriu en aquestes
variables com
. Po(w?v?) . Qo(uAv?)
nN=———, v=—"-—"-"-=
2Uu 2v
Introduint un nou temps s, definit com dt/ds = 2uv, obtenim que I'ED anterior
es transforma en

u =vPy(u?,v?), v =uQou?v?. (15)
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Ates que cada punt del primer quadrant (x,y) té quatre antiimatges (=,/x,=,/y),
el nou sistema té a cada quadrant una copia difeomorfica del quadrant positiu
del camp Xj. Per tant, el nou camp, al qual anomenem Xy, té grau n; = 2ng + 1
i com a minim el seu nombre de cicles limit és c; = 4cg. Repetim aquest procés
comencant amb X; i aixi obtenim una successi6é de camps X, amb graus ny i
nombre minim de cicles limit ck, de manera que

Nis1 = 2Nk + 1, Cre1 = 4cy;

vegeu la figura 4.

A 0|0 3388
L 0O]O, 29989,

FIGURA 4: Dos passos del procés, comencant amb el camp X, amb
un Unic cicle limit. Els camps X; i X, tenen quatre i setze cicles limit,
respectivament.

Les dues equacions en diferéncies anteriors son lineals i es poden resoldre
exactament. Obtenim

ng = 2k(n0 +1)-1, cx= 4kc0. (16)

Per tant, com que
ng+1 . c
Zk A S i 4k -tk

ng +1 Co
tenim que
ck <nk+ 1)2 LI
Co ng +1 (ng +1)2 k-

En conseqiiéncia,

5—[(n)>(ncﬁn2 pera n=2Kmnog+1)-1, keN,
0

com voliem demostrar. O

Observem que la mateixa prova de la proposicié ja fa pensar que la constant K
pot ser escollida de moltes maneres. Per exemple, com a camp Xy podem triar
I'exemple trivial de camp cubic que apareix a molts llibres, i que en coordenades
polars s’escriu

F=r(1-7v%, 0=1.
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Es clar que només té un cicle limit, » = 1. Aleshores, co = 1 i ng = 3. Per
tant, K = 1/16 i ny = 2k*2 — 1. D’altra banda, si triem el sistema quadratic
que permet veure que H (2) = 4, s’obté ¢y = 4 i ng = 2. Usant aquesta llavor,
resulta K = 4/91iny = 2k3 — 1. Se sap que H (3) = 11, H (4) = 20, H (5) = 28,
I (6) = 35; vegeu [28]. Fent servir els camps respectius com a llavors, s’obtenen
valors de K igualsa 11/16,4/5,7/915/7, respectivament. La millor K obtinguda
per aquest meétode i amb aquestes llavors és 4/5.

La prova que H (n) > Kn?log(n) donada a [9] té també en compte els
cicles limit que poden sorgir en un entorn dels eixos uv = 0 quan es fa el
procés descrit a la prova de la proposici6 anterior. De fet, es pot veure facilment
que I'ED (15) presenta diversos centres sobre els eixos. Els nous cicles limit
apareixen fent una petita pertorbacié de (15) abans de continuar el procés.
Aquesta pertorbacié fa que algunes de les orbites periodiques dels centres es
transformin en cicles limit per a ’ED pertorbada. A més, si la pertorbacio és
prou petita, es pot assegurar que cap dels cicles limit que hi havia a cada un
dels quatre quadrants desapareix. D’aquesta manera, els autors de [9] obtenen,
en lloc de (16), que

Nk+1 = 2Nk + 1, Cre1 = 4k + My

per a una certa successio my > 0. L'estudi d’aquesta nova recurrencia dona lloc
a un creixement per a ci del tipus Kn?log(n) quan n = ny.
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