Sobre el programa de Hilbert
1 ’aritmetica formalment recursiva

Francesc Tomas

 La present és continuacid de ’exposicid [ 1], publicada en aquesta mateixa revis-
ta. Procurarem que sigui, pero, en bona mesura, entenedora per ella mateixa.

En[1]esrecordaven els trets més importants del programa formalista finitari de
Hilbert i les dificultats amb que topa. S’observava, ja sigui com a fet historico coma
conseqiiencia dels treballs de G6del, que no es pot demostrar finitariament la con-
sistencia d’una aritmeética formalitzada suficientment amplia, si 'instrument de
formalitzacio es la logica de primer ordre o calcul de predicats. Es veia també com
quedava motivada la noci6 de formalisme recursiu com a instrument de formalitza-
ci6 alternatiu; mitjangant el qual es pot presentar una aritmetica finitariament con-
sistent més potent que l’aritmeética recursiva, 'aritmética formalment recursiva
(AFR). Es a aquesta AFR, que esta dedicada I’exposici6 present.

Recordem, de manera més compacta que en [1], quina és la descripcid general
d’aquest nou instrument de formalitzacio:

Un formalisme recursiu F consta de:

(a) un llenguatge proposicional, aixé és, un llenguatge formal sense quantifica-
dors;

(b) una colleccid de sistemes formals basats en la logica proposicional, anome-
nats els segments de F, que tenen el llenguatge mencionat a @) com a llenguatge co-
mu, que difereixen entre ells tan sols en els seus postulats, i la consisténcia de cada
un dels quals es demostra finitariament;

(¢) la metateoria finitaria de la coHeccio de segments de

Recordem que un raonament (o una metateoria, o demostracio, o manipulacio)
és finitari si no s’usa en ell el principi del tercer exclos per a conjunts infinits. Aixi, si
volem, segons ¢), que la metateoria o manipulacié dels segments d’un formalisme
recursiu Fresti finitaria, aleshores no podrem admetre, per exemple, una demostra-
ci0 per casos en queé es tingui, com a primer cas, que certa férmula 4 no sigui un teo-
rema en cap segment de F i, com a segon cas, que hi hagi algun segment de 7 en el
qual 4 és un teorema. Només podem admetre una demostracié d’aquesta mena si
tenim la capacitat de decidir quin dels dos casos es compleix. No seria tampoc ac-
ceptable una demostracié que considerés dos casos, segons que A fos, o no, un teo-
rema del segment V, no poguéssim decidir quin dels dos casos es déna; encara que en
aquest cas "ds del tercer exclos infinitari estaria més amagat.
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La colleccid dels segments de F es descriu mitjangant certs principis que tenen
un caire «recursiu», si entenem aquest terme en un sentit molt ample.

Recordem, sense gaire poliment, que V : Asignifica que ’afirmacién.4 és veritat
en el segment V. Cal recordar també que, si bé en el llenguatge dels segments d’un
formalisme recursiuF no hiapareixen els quantificadors del calcul de predicats, res,
perd, no ens priva d’usar els quantificadors intuitius, constructius o efectius, que
denotem 3*i V*. Es també molt important tenir present el significat del simbol &>,
L’expressio

V:AB B

significa «si V :.A, aleshores W : B per algtin W posterior a V”, on, recordem-ho, W és

posterior a 'V (en simbols, V << W) si tots els postulats de V sén postulats de W.
Finalment, cal recordar que F: Asignifica que V : A per a cada segment V de F.

Les afirmacions importants d’un formalisme recursiu F sén de la mena F: A.
Aixi, doncs, per a exemplificar tot aix0, si volem demostrar que

F:(— A= (3*) [— B[t/x]]
hem de demostrar, finitariament, per a cada segment V de F, que
V:(t— A= (3*) [— B [t/x]]

Ara bé, aix0 vol dir que, enel cas que V: — A (és a dir, en el cas Vi A), hem
d’exhibir algun W tal que V << W per al qual hem de demostrar que

W (3*1) [~ B [t/x]];

1aix0 dltim vol dir que hem d’exhibir algun terme ¢ per al qual hem de demostrar que
W — B[t/x]

En I’exposicid precursora [1] es descriu, a la secci6 4, com a prototipus de for-
malisme recursiu, el formalisme ARP (aritmética recursiva primitiva). El formalis-
me AFR només es descriu esquematicament [1, seccid 5], al mateix temps que s’as-
senyala una errada d’un treball anterior. En benefici de la claredat farem la descrip-
ci6 de AFR de bell nou, de manera diferent i més detallada que a[1];1 quan sigui avi-
nent recordarem quina és aquella errada i com ha quedat plenament superada mit-
jancant la present versid de AFR, versio que és, en aquest i altres aspectes, més satis-
factoria que la versié original de [2], que és la que es tenia en la ment en redactar [1].
Tot aix0 es fara en la seccié 1. També exposarem, en les seccions segiients, alguns
resultats nous sobre certs «quantificadors» definits en AFR, representats per 3°i V°,
i sobre la *-ldgica associada. Aquestes °-nocions seran clarament titils per a compa-
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rar AFR amb P’aritmetica classica; i en aquest punt es veura novament com la pre-
sent versié de AFR és millor que la precedent.

1. Descripcié de AFR (aritmética formalment recursiva)

1.1. Elllenguatge. Els simbols del llenguatge (dels segments) de AFR s6n 0, S, E,
M, =, la coma, els paréntesis, les variables (representades per x, y, z, x1, w, etc.)iels
operadors de diferents graus positius (representats per f, g, f1, a, etc.). Elsimbol S és
un operador de grau [ (mentre que 0, £, M, no sén operadors). Entre els operadors
de grau 2 és convenient tenir +i. Els termes del llenguatge, representats pera, b, ..., f,
8 .- X, ¥, 21, 4y, etc., es defineixen aixi: 1) 0 &s un terme; 2) les variables son termes; 3)
sifes operador de grauniay, ..., a, s6n termes, aleshores les expressions f (ay, ..., a,),
Ef(ay, ..., a,)iMf(ay, ..., a,,) son termes. Per tant, les expressions 0, S(0), S(S(0)), ...
son termes, que s’anomenen numerals. Les formules atomiques de AFR, sén les ex-
pressions a =benlas que aibsén termes. Les formules s’obtenen de les atdmiques de
la manera habitual en la logica proposicional, usant els connectius v, A, —, =.

1.2. Nombres i numerals. Diem que el terme a és un V-nombre, iescrivim a € Ny,
si podem exhibir numerals cy, ..., ¢, (per r no fix) per als quals podem demostrar que

Vi—a=c¢~v..~ra=c

Si podem demostrar Vi a = ¢ per a algun numeral ¢ direm que a és un V-nombre
computable. Diem que el terme f és V-funcié de les variables xi, ..., x, 1 escrivim
fE€ Ny (x1, ..., x,), sifla/x] € Ny sempre que els g; siguin numerals. Si f[a,/x,] és
computable per a cada coHleccio de numerals a; direm que f'és computable.

1.3. Els principis. El formalisme AFR esta definit per mitja de tres principis,
PR.1, PR.2 i PR.3. El primer és:

PR.1. Elsistema formal basat en la logica proposicional que té el llenguatge que
acabem de descriure i que té, com a sols postulats, els postulats de la igualtat és un
segment de AFR, el segment inicial, denotat I.

(Els postulats de la igualtat sén: @ = a, per a cada numeral a; — a= b, per a cada
dos numerals diferents a i b; a = b = b = a, per a cada dos termes constants a i b;
a=bn~f=g=f'=g, semprequeaq, b, f, g siguin termes constants i que f’s’obtingui
de f per substitucié d’una presencia de a per b).

El principi PR.2 ens diu que sempre que r i s siguin Y-funcions, de x, ..., x,,ide
X1, ..., X, Vs Z, T€Spectivament, per un cert segment V, aleshores també és un segment
el sistema formal que s’obté en afegir a V els postulats que defineixen un terme f (x,
...» Xy, ¥)com a funcid obtinguda de r 1 5 per recursio primitiva, i certs altres postulats
que tendeixen a donara Ef(x,, ..., x,) 1a Mf(x|, ..., x,) els sentits de «funcié que val 1 o
0 segons que existeixi, o no, un nombre y tal que f(xy, ..., x,, y) = 0» i de «minim y tal
que f(xi, ..., x,, ¥) = 0, si existeix un tal y». L’expressidé formal d’aquest principi és:

PR.2. Si U és un segment de AFR, n és un enter no negatiu, r € Ny (x1, ..., X,),
s& Ny(xi, ..., x,, y, )i fés un operador de grau n + 1 nou per a U (aixo és, que no
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apareix en cap postulat de U que no sigui un postulat de la igualtat); aleshores també
¢és un segment de AFR el que s’obté en afegir a U els esquemes de postulats (I)-(VII)
seglients, per a qualssevol numerals b;, d, i qualsevol enter positiu m:

() b/x]=d=> (b, ..., b, 0)=d
(10) s[b/x] [y/c] (b, ..., by, ¢)/z] = d = £(by, ..., b, S(c) = d
(1D, f(br, ..., by, 0) = 0 = Mf(b, ..., b,) = 0
(1) — f(by, ..., by, 0)= 0 A ... ~ — £(by, ..., by, ) =0

A~ A(by, ..., by, S(c)) = 0= Mf(by, ..., b,) = S(c)
(IV) f(by, ..., b,, ¢) = 0 = Ef(by, ..., b,) = S(0)
(V) Ef(by, ..., b)) = 0~ Ef(b, ..., b,) = S(0)
(VI) M1, ..., b)) = ¢ = (b, ..., b,, ©) = 0
(VII) S™ (d) = Mf(b, ..., b,) = — by, ..., by, ) =0

D’acord amb la condicié b) de la descripcid de la nocié de formalisme recursiu,
en laredacci6 de PR.2 s’esta acceptant tacitament que sabem com demostrar en ge-
neral, de manera finitaria, la consisténcia del sistema formal que s’obté en afegir els
casos de (I)-(VII) com a nous postulats (suposada demostrada finitariament la con-
sistencia de U). Aquest és, en efecte, el cas; i la demostracié és senzilla. També és pot
demostrar finitariament i molt facilment, la consisteéncia de I’inicial I.

El tercer principi, PR.3, es pot veure com un succedani en AFR de la regla de
Jreliminacié del calcul de predicats. Aixo és aparent en el seu enunciat, que és el se-
glent:

PR.3.8Si: 1) U és un segment de AFRig(xi, ..., x,, y) és una U-funcié de les x;i y,
on g no és S; 2) h;, k; i m; sén U-funcions de les variables zi, ..., z,perai =1,..., p,
j=1,...,n; 3) tenim, per a qualssevol numerals di, ..., d;, ¢, que U |-(g(m1, ..., m,, ¢)
=0=> Vi., = b = k) [d/z]; 4) s’ha demostrat finitariament que U és consistent
amb I’esquema

(Vin) - (Eg(my, .., my) = S(0) = Vi=, — b = k) [d/z]

(per a tots els numerals d;); aleshores també és un segment de AFR el que s’obté d’a-
fegir a U, com a nous postulats, els casos de (VIII).

(Potser no és ocids notar que la forma del segon membre de les implicacions del
principi té una motivacié tecnica i no és, en la practica, una veritable limitacio).

La idea de PR.3 és que, en diferents circumstancies, i afegint-hi les adequades
colleccions de condicions de diferents menes, es pugui satisfer la condicié de consis-
tencia 4) del principi, obtenint aixi noves menes de segments que ens siguin d’utili-
tat. Vist aixi, PR.3 és com una font de principis particulars que no podem ni volem
encabir en un sol principi general per al qual es pugui satisfer 4) d’una vegada.

1.4. Dos metateoremes. Suposem que + és un operador de grau dos i que en al-
gun segment de AFR es tenen els teoremes que fan que +(x, ) sigui una V-funcio que
té les propietats de la suma usual. Pensem que s’han demostrat, per algun procedi-
ment inductiu, tal com esfaa[1, p. 30], per exemple, que V - +(a, b)=+(b, a) pera
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qualssevol numerals a i b. Suposem, perd, que ¢idsén V-nombres que no sén nume-
rals. Per a poder estar segurs que es satisfa V - + (¢, d) = + (d, c) necessitem el se-
giient metateorema d’induccié, que es demostra molt facilment:

Per a qualsevol segment V de AFR, si 4 és una férmula de AFR i tenim
V | A[a;/x;] per a qualssevol numerals a;, aleshores el mateix és cert sempre que els
a@; siguin V-nombres.

L’altre metateorema molt important, la demostraci6 del qual, perd, és més
complicada, és:

M-metateorema. Suposem que els esquemes (I)-(VII) de PR.2 sén postulats d’un
segment V, per a un cert f(x;, y) (i certs r i 5). Aleshores:

1) Per a a; € Ny i cada numeral S™(0),

V — f(a, S"(0)) = 0=> (Mf(@) =0 - ... v Mf(@) = S"(0))
~ f(a, Mf(a)) = 0

2)Peraai €ENyicEN,,
V  f(a;, ¢) = 0 = f(a;, Mf(a;)) = 0

3) Per a numerals a;, si V |~ f(a;; Mf(a;)) = 0, aleshores Mf(a;) € Ny,

(La part 3) és molt important, ja que el fet V - f(a;, Mf(a;)) = 0 pot ser imitil si
no sabem que Mf(a;) és un V-nombre i que, per tant, se li pot aplicar el metateorema
d’induccid).

1.5. El desenvolupament de I'analisi matematica basada en AFR. A partir del
segment inicial I de AFR usem PR.2 repetidament per a introduir +(x, y)i- (x, y) (es-
crites x + yix*y) com a funcions d’un segment posterior a I, amb el significat usual
d’aquests operadors, tal com es fa a [1,4.3]; perd a més a més, com en aquell lloc, in-
troduim la funcio predecessor p(x) (amb la propietat p(0) = 0, p(S(a)) = a), la funcié
diferéncia no negativa x — y (amb la propietat a ~0=a, a ~ S(b) = p(a — b)), la funcié
a(x) (amb la propietat a(0) =0, a(S(c)) = S(0)), la funcié b(x) (amb la propietat b(0) = S(0),
b(S(c)) =0)i la funci representada com 2* (amb la propietat 2° = $(0), 25©) = (S(S(0)))
+ 2°). Obtenim aixi un segment B, al que anomenem basic.

Introduit B, oblidarem definitivament tots els segments de AFR que no siguin
posteriors a ell. Aleshores es demostra el teorema de Bolzano-Weierstrass en la
forma segiient:

AFR: {o(x) € Q'(xj & a€Q & BEQ & (V*n) [— a<o(m) <Bl}
B (3*q(x)) [9(x) € N(x)
& (V*n) [ q(S(n) > q(n) & #(9(x)) € R(x)]]

on, usant les expressions auxiliars fraccionaries @ - b/c (en les quals g, b, ¢ s’han de

pensar, respectivament, com el «minuend», el «substraend» i el «denominador»),
entenem que
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a=r-si/t, B=Er-s2/b, o(x) =1 -g/h,
e(q(x)) = fla(x)/x] - g [q(x)/x]/h[q(x)/x],
ri-s/t€EQ=rn€EN & SSEN & ttEN &i-1-4=0,
f-g/hE QM) =FENK) & g€ N(x) & hE N(x),

on ’expressio a — b/c < d - e/f es defineix de la manera més evident, usant les fun-
cions de B, i on, en general, si

¥(x)=p-q/k,
definim

#(x) € R(x) = ¢(x) € Q(x) & (E*m(x) [m(x) € N(x)
& (V*n, r) [1§(m(n) + r) - Y(m(n))| < 1/n]]

(amb la definicid obvia de |(a@ - b/c) - (d - e/f)|; i entenent que 1/n=S(0) - 0/n).

Potser també cal dir que el domini de V* sén els numerals.

Aixi, doncs, el teorema afirma, en llenguatge planer, el segiient: per a qualsevol
V, si ¢(x) és (en V) una successio afitada de racionals, aleshores, per un cert W >V
podem trobar una successio creixent d’indexs, q(x), tal que ¢(q(x)) és una successié
fonamental (en W). Es a dir, a partir de V, mitjangant postulacions permeses per
PR.21i PR.3, podem arribar a un W posterior per al qual podem exhibir uns termes
q(x) i m(x) per als quals podem demostrar

q(x) € Ny(x), (V*n)[W — q(S(n)) > q(n)], m(x) € Ny(x),
(V*n, 1) [W = |e(q(m(n) + r) - o(q(m(n))| < 1/n]

La demostracio, llarga i delicada, no es repetird aqui.

Com veiem, aquesta és una versié del teorema de B.-W., que és efectiva en el
sentit que precisem a continuacié. Per a demostrar les afirmacions que s’acaben
d’escriure s’exhibeixen el segment W, la successid creixent (el terme) q(x) i el testi-
moni (el terme) m(x), i es demostra que aquests son W-funcions de x, encara que,en
general, no sén computables. Per comengar, la mateixa ¢(x) no necessita ser una
triade de funcions computables.

Els mots «efectiu» i «constructiu» estan molt gastats, en el sentit que és dificil
que quan es diu que una funcié es déna efectivament, o constructivament, no es so-
breentengui que es dona computablement. Perd acabem de veure de quina manera
cal entendre que el teorema de B.-W. de AFR es auténticament efectiu, encara que
les funcions que s’exhibeixen no siguin computables. Podriem dir, per no caure en
paranys semantics, que ’analisi matematica basada en AFR és exhibitoria.

Les conseqiiéncies del teorema de B.-W. (teorema de Bolzano i d’existéncia de
maxim) no presenten cap dificultat en la seva demostracié. Al respecte es pot con-
sultar [2], tenint en compte, pero, el que es diu a la segiient subseccié 1.6.

1.6. Una errada de [2] i la seva superacié en la present versié de AFR. La present
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versié de AFR difereix de la de [2] només en el principi PR.3 (a part de minimes dife-
réncies de notacid). La diferéncia important és que en el PR.3 de [2] es demanen cer-
tes condicions addicionals que permeten donar una demostracié finitaria general de
la consistencia del sistema que s’obté d’afegir I'esquema de postulats (VIIT) pero que
limiten al camp d’acci6 del principi. A [2] s’afirma que es pot demostrar el teorema
de Bolzano-Weierstrass, pero la pretesa demostracio del lema bdsic [2, pp. 63-68] és
erronia per la segiient rad. A [3] es demostra el «metateorema de minimitzacié» en
la segiient forma: per a numerals b;, per a qualsevol segment V i qualsevol operador
h,si V — Eh (b)) = S(0), aleshores Mh(bi) © N, i V = h(d;, Mh(b;)) = 0; pero tant a
[3,p. 48] com a2, p. 40] s’enuncia com si fos cert per a V-nombres b;, en general, i en
la pretesa demostracié mencionada s’usa d’aquesta manera en els passos de (11) a
(12)ide (19)a(20), cosa que la invalida. De fet, no sembla que en la versi6 de [2] es
pugui demostrar el teorema de B.-W.; pero en la present versié, més poderosa, si que
es pot, com ja s’ha mencionat. També és invalida la proposicid 3.13 de [2], relativa a
la tricotomia en els reals, perque s’usa la mateixa versid no justificada del metateo-
rema de minimitzacid, al final de la p. 56 i en la p. §7. No sabem si la proposicié és
certa en la present versié. Sobre la tricotomia es pot veure el final de la seccié 2, més
endavant. En la present versié de AFR, en que la colleccid de segments és més gran,
el metateorema de minimitzacid ja no és cert (ni per a numerals). En el seu lloc tenim
el M-metateorema de [.4.

2. Definici6 dels quantificadors 3° i v° de AFR

Introduim uns simbols nous, 3° y V°. Definim les °-férmules com les expres-
sions produides a partir de les féormules atomiques de AFR per mitjade —, ~, v, =,
3°1V°, comsiaquests darrers simbols fossin els quantificadors del calcul de predi-
cats. Les formules de AFR sén, precisament, les °-férmules en les qual8 no apareixen
3° ni v° .

Per a cada °-formula A4 definirem que representa I’expressié m € T(A4), que llegi-
rem «m és una traduccio de A», i quina és la seva interpretacio en cada segment de
AFR (posterior a B). La conveniencia de tal definicié no quedara clara fins que, a
continuacid, definim també la nocid 2 de °-teorema. Donarem la definicié de
m € T(A) recursivament en els passos segiients, en el primer dels quals les x; son totes
les variables presents en @ o en b, en el segon totes les presents en m’, etc.

m € T(a = b) = (V*a) [-(m= |a - b]) [a:/x]]
m &€ T(— A) = (3*m’) [m" € T(4) & (V*a)[+ (m =b(m") [ai/x]]]
mE T(A v B)= (3*m’, m") [m’ € T(4) & m” € T(B)
& (V*a) [+ (m=m"" m")[a/x]]]
m € T((°)A4) = (F*m)(I*(x:,y)) [m” € T(4)
& (V*a,b) [—1(ai,b) = (mlai/x] [b/Y])
A~ mlai/x]] = b(Ef(a))]]
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No cal escriure les definicions correspondents a =, A i V°, que sén les dbvies.
Completem la definicié amb

VmETa@a=b)=meT,(a=b)=(V*a) [V (m=|a->b|)[a/x]]
VimET(A)=mE Ty—4)= (3*m’) [m’ € Ty(A)
& (V*a) [V = (m =b(m")) [a/x]]]
etc.

Definim ara la nocid de °-teorema:

A= (3*m) [m € T(4) & (V*a) |+ mla/x]= 0]]]
VIR A=V 2 A= (F*m) [m € T(A) & (V*a) [V I m[a/x] = 0]]]

on les x: s6n totes les variables presents a m.

Una lectura atenta de les definicions mostra clarament com (3°x) 4 adquireix el
significat intuitiu d’existéncia no efectiva d’un b tal que A4 [b/x]. Per exemple, si
a € Ny(y), I'afirmacio .

V2 (3°)[a=0]
vol dir que V - Ef = S(0) per a algun f(y) tal que
(*) (v*b) [V = 1(b) = a [b/y]]

i, com que Ef = S(0) té el contingut intuitiu no efectiu de «existeix b tal que f(b) = 0»,
(*) mostra el que afirmem.

No s’ha de pensar que la «°-logica» aixi descrita té les propietats del calcul de
predicats. Per comengar, no val la regla modus ponens per |2, en general (o no sabem
com demostrar-la). Ara ens podem preguntar:

Qiiestio. Es possible tenir V |12 41V |2 — A?

Observem que si 4 és 0 =0 aix0 no és possible. Efectivament, en cas contrari tin-
driem, per certs m; i m., segons les definicions,

VEm =0, Vi~m=0, V= r;=[0-0|, V my=Db(0-0]),

i aixo implicaria V |- 0 = §(0), cosa que no succeeix perqué V - — 0=S(0)i V és
consistent.

Aix0, pero, no ens permet deduir que la qiiestio es resol negativament, ja que la
°-logica no té les propietats del calcul de predicats. D’'una Atalque V2 41V |2 — 4
podriem dir que és °-V-inconsistent. Com s’acaba de veure, la °-V-inconsisténcia, si
n’hi ha, és com una malaltia que no s’encomana, ja que hi ha férmules, com 0 =0,
que no sén mai °-V-inconsistents.

Convé observar el segiient. El °-llenguatge, encara que es provés que no hi ha
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°-inconsisténcies, no és superior al *-llenguatge efectiu de AFR. Per exemple, també
podriem demostrar el teorema de B.-W. en la forma

AFR : o(x) € Q(x) & a €EQ & BE Q & (V*n) [ a < ¢(n) < B]
B (VO 3pVOvI(Ip2)(VOW) [P + w) - o(v + y2)| < 1/x],

(on 1/x = S(0) - 0/x), perd aquesta versié és més feble que la original.

Cal dir també que el °-llenguatge tot sol, sense 3* i V*, és insuficient per a ex-
pressar les afirmacions de I’analisi, del teorema de B.-W., en particular.

Pero 3° i V° poden ser utils per a expressar coses que no podem expressar amb
el *-llenguatge. Per exemple, podem definir (usant 0 = 0 - 0/S(0)):

@(x) L 0= (3°x(V°y)(3°2) [0 > oy + 2) + 1/x]
@(x) = 0= (V°x)(3°y)NV°2) [lo(y + 2)| = 1/x]
@(0) 3 0= (3°x)(V°yXF°2) [0 < @y + 2) - 1/x]

i tindriem una tricotomia en la forma
FRA: ¢(x) ER(X)E> 12 ¢(x) L0~ ¢(x) =0 v (x) S0,

mentre que no tenim una tricotomia efectiva.
El que esta a la dreta de 2>, en ’afirmacio anterior, significa que hi ha, per a un

cert W, alguna traducciod, m, de
()0 v e(0)=0 v @030

tal que W - m = 0. No és inversemblant que aix0 pugui ser itil encara que no s’hagi
demostrat la impossibilitat de tenir W |~ — m’ = 0 per a alguna altra traduccio m’.

3. AFR i l’aritmética classica

En aquest tema ens sera util la °-logica que s’acaba de descriure. Escrivim les
formules de ’aritmeética classica (A.C.) posant S(a) en lloc de I’habitual @', i posant
J°iV°enllocde 3iV. Aixi, cada férmula de I’A.C. pot ser vista com una °-férmu-
la. Posarem A.C. |~ A4 per a indicar que 4 és un teorema de I’A.C. Es pot demostrar

“finitariament:

Metateorema. Si la condicio de consistencia 4) de PR.3 es complis sempre, tin-

driem, per a cada formula 4 de I’A.C., el segiient:

si A.C. - A, aleshores AFR: = |2 4

(on és clar que, en general, AFR: & B significa V: 5 B per a cada segment V; i aixo
ultim significa que podem exhibir un W >V per al qual podem demostrar W : B).
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Com a conseqii¢ncia, donat que no tenim AFR : = — 0 =0, si poguéssim de-
mostrar finitariament que la condicié 4) de PR.3 es satisfa en general, tindriem de-
mostrat finitariament que — 0 = 0 no és un teorema de I’A.C. i que aquesta és, per
tant, consistent. Com que una tal demostracio finitaria de la consisténcia de A.C. no
és possible o, almenys, no és d’esperar, resulta que no és tampoc possible, o d’espe-
rar, que es pugui satisfer en general la condicié 4) de PR.3. Aix0 no implica que hagi
d’existir un cas de PR.3 per al qual la consisténcia de ’esquema (VIII) amb el seg-
ment de partenga no es pugui demostrar finitariament.

Segons aquesta discussié podriem dir, vagament, que AFR ens déna una visid
superior de I’A.C., des de la qual es detecta els moments en que la consisténcia s’ha
de controlar, que sén aquells en que s’ha d’usar PR.3. De manera que podriem dir,
en termes no rigurosos, que AFR conté la part dé I’A.C. que és finitariament consis-
tent. Es cert també que AFR conté més que aixd, ja que ens déna la possibilitat de
desenvolupar una analisi finitariament consistent més potent que I’analisi recursiva
i que és efectiva o exhibitoria.

La demostracié del metateorema consisteix, amb la hipotesi que la condicié de
consisténcia 4) de PR.3 sempre es satisfa, en demostrar que AFR:= |2 4 pera cada
axioma 4 de A.C. iqueles regles d’inferéncia del calcul de predicats aplicades a A.C.
s6n certes en la seva traducci6 a AFR. Per exemple, s’ha de demostrar, per a quals-
sevol formules 4 1 B de A.C., que

si AFR: B 12 41 AFR: = [© 4 = B, aleshores AFR: = |2 B
L’essencial d’aquesta demostracio ja ha estat fet a [4], on es considera la versié
de AFR donada a [2] i no s’usen les °-nocions explicitament; per0 on és facil veure
que les demostracions son adaptables al cas present. En el cas de modus ponens, que
acabem d’escriure, volem demostrar, per a qualsevol V,
(a) existeix W >V tal que W 2 B

Per a fer aix0 sabem que

(b) existeix Vi > Vtal que V| 2 4
(c) existeix V, >V, tal que V2 12 4 = B.

(b) ens diu que
(V*ai)[Vl = m [ai/xi] = 0]

per a un cert m € T(A); i (c) ens diu que
(V*a)[V: = (b(m’) - 1) [ai/x] = 0]

per a uns certs m’ € T(4)in € T(B), on podem suposar que les x; sén totes les varia-
bles presents a m, m’, o n.
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El problema és que m i m’ no son el mateix terme, ni sabem que hagin de ser
iguals en algun sentit. Pero si la condicié 4) de PR.3 sempre es complis podriem de-
mostrar, per a algun W > V,,

(d) (V*a)[W + m [a/x]) = [a/x]],
i aleshores tindriem

(V*a)[W | n[a/x]=0]
que en$ dona (a).

Un cas particular de demostracid de (d), que ens déna idea de com procedir en .
general, per induccié sobre la llargaria d’una férmula, és el segiient. Suposem que
A= (3°y) Cique tenim s € Ty(C). Suposem, per a un V> U, que

(Y*a,b)[V + fi(ai,b) = s[a/x][b/y]
~ fai,b) = s[a/xi[b/y]
~m [a;/xi] = b(Ef|(ai))
~ my [ai/xi] = b(Efy(a))]

Tenim, doncs, m; € Ty ((3°y)C), m» € TY((3°y)C), i voldriem demostrar que m
es igual a my, és a dir, que en algun V' >V,

**) (V*a)[V’ = Efi(a) = Efy(a)]
Tenim clarament, per ’esquema (IV) de PR.2 corresponent a f, i per hipotesi,
(V*a,b) [V - Efi(@a)=0=> — fi (a,h) =0
> o (a,b) = 0]
i, per PR.3, si es complis 4), podriem postular
(V*a) [Vi + — Efi(@) = 0 v — Efa(a) = S(0)],
equivalent, segons (V) de PR.2, a
(V*a&)[V: |- Efi(a)) = 0 = Efz(a;)) = 0]

Amb una nova utilitzacié de PR.3 podriem obtenir (**), tal com voliem.
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4. El formalisme AFRL

Anomenem aritmeética formalment recursiva lliure (AFRL) el formalisme que
s’obté de AFR en suprimir ’exigéncia-de consistencia 4) de PR.3 (finitaria o no).
Aquest formalisme AFRL ja no és un formalisme recursiu perqu ja no exigim que la
consistencia de cada segment es demostri finitariament (ni de cap altra manera). Es
clar, pero, pel que s’ha vist al llarg d’aquesta exposicid, que AFRL conté I’aritmética
classica i, a més a més, permet el desenvolupament d’una analisi matematica efecti-
va o exhibitdria en la qual es demostra el teorema de Bolzano-Weierstrass.

Pot ser, per tant, interessant la pregunta sobre el grau de fiabilitat de AFRL pel
que fa a consisténcia (potser no finitaria). Podem preguntar, per exemple, si és, en
aquest aspecte, tan fiable com ’aritmética classica, o com I’aritmética de segon or-
dre, o si és més de fiar que les teories de conjunts formals.

Acabarem I’exposici6 recordant que el programa finitari de Hilbert, que és el
motor de la recerca que es ressenya aqui, ha estat tema de treballs recents. Al respec-
te es pot veure [5], [6], [7], [8].
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