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A la recerca de pi*

PILAR BAYER I JORDI GUARDIA

Introduccio

El problema de la uniformitzaci6 de corbes fou estudiat a bastament per B. Ri-
emann (1826-1866), F. Klein (1849-1925), H. Poincaré (1854-1912) i P. Koebe
(1882-1945). En les primeres déecades del segle XX, aquests autors obtingue-
ren el teorema d’uniformitzacio, segons el qual tota corba algebraica definida
sobre el cos C dels nombres complexos admet una parametritzacio global mit-
jancant funcions d’una variable complexa. Es tracta de funcions univalorades
que, a I’época, s’anomenaven funcions uniformes. Malgrat I’atenci6é dedicada a
aquest problema durant més d’un segle, per a molt poques corbes se’n coneix
una uniformitzacié explicita.

El primer exemple d'uniformitzacié és proporcionat per la circumferencia
unitat, que és una corba real i, per tant, complexa. Descrivim els seus punts
mitjancant les funcions coordenades sinus i cosinus, que son periodiques de
periode 27r. Altres exemples classics provenen de les corbes modulars, que
s'uniformitzen amb les funcions modulars. Les funcions modulars séon funci-
ons meromorfes i invariants per 'accié de grups discrets de transformacions
homografiques del pla.

En aquest article, ens proposem uniformitzar la circumferéncia valent-nos
unicament de la seva representacioé grafica. Es tracta, doncs, d’oblidar per uns
instants les funcions sinus, cosinus, i el nombre 7T, per recuperar-los tot seguit
a partir de propietats de simetria de S!.

Aquesta presentacio de les funcions trigonometriques no pretén substituir
les habituals. La uniformitzaci6é de la circumferéncia ha estat un exercici por-
tat a terme amb la finalitat de familiaritzar-nos amb recursos adaptables a la
uniformitzaci6 efectiva d’altres corbes (cf.[1], [2], [3], [4], [8]).

*«Amb financament parcial de MCYT BFM2000-0627.
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(x(t), (1))

FIGURA 1: S1: X2 +Y2=1.

1 Larecerca del grup d’automorfia

En el pla euclidia, R?, dibuixem-hi la circumferéncia unitat, S'. Fixada una
semirecta des de l'origen, a cada punt de S' li correspon un angle concret;
és a dir, una classe de parelles ordenades de semirectes. D’entrada, es tracta
de construir funcions reals de variable real x(t),y(t) que, avaluades en un
cert interval [0, 2T], proporcionin les coordenades dels punts de S!. Per ara,
el valor de T no té cap importancia.

La Figura 1 fa paleses relacions de periodicitat exigibles a les funcions co-
ordenades:

x(0) =x(2T) =1,  »y(0)=y(2T) = 0.

Les propietats anteriors aconsellen estendre el domini de definici6 de les fun-
cions x(t),y(t) a tota la recta real. A partir de la simetria axial (x,y) -
(x,—y), sembla raonable exigir que x(t) sigui una funci6 parellai y(t) sigui
una funcié senar. Aquestes consideracions ens remeten a dues isometries de
la recta real que seran significatives per als nostres proposits:

i) La translacié de periode 2T: T(t) =t + 2T.

ii) La simetria central respecte de l'origen: o (t) = —t.

Ben mirat, podriem descriure no solament els punts de coordenades reals
de S! sin6 també els punts de coordenades complexes. Per a tal fi, cercarem un
grup I' que operi en R i en C, i funcions meromorfes x(z), y(z), periodiques
respecte de I', que satisfacin la relaci6 algebraica

x> +y%2=1.
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Aleshores, obtindrem funcions

MR- SYR), t~ (x(t),y(t)),

IC - SY0C), z+~ (x(2),y(2)),

on I''R i I'\C denoten els quocients de R i de C per I'acci6 de I'. Compactifi-
quem la recta real i la recta complexa amb el punt de l'infinit:

R:=Ru{ew}, C:=CuU{cw}.

Quan calgui, identificarem R amb P! (R), larecta projectiva real; i C amb P! (C),
la recta projectiva complexa. Considerem el semipla superior de Poincaré i el
seu compactificat

H = {zeC:Im(z) > 0}, H =3 UR.
Les homografies de coeficients complexos
y(z) = (az+b)/(cz+4d), ad —bc # 0,

actuen com a homeomorfismes de C. El conjunt d’aquestes homografies cons-

titueix el grup projectiu lineal complex PGL(2, C), que coincideix amb el grup

d’automorfismes de la recta projectiva complexa. Les homografies de coefici-

ents a, b, c,d reals operen en R; si, a més, ad — bc > 0, aleshores operen en

2 . El seu conjunt constitueix el grup projectiu especial lineal real PSL(2,R).
Sigui I' el subgrup de PSL(2,R) generat per la translacio

T(z) =z +2T.

Considerem el subgrup I'* de PGL(2, R) generat per la simetria central respec-
te de 'origen i la translaci6 anterior

o(z)=-z, T(2)=2z+2T.

En termes de generadors i de relacions, el grup I'* admet la presentacié se-
guent:
I'*=(o,1; 02=1,0t0=1").

Es clar que I és un subgrup de I'* i que I'* esta inclos en el normalitzador de
I' en PGL(2,R).

Comencarem per determinar un domini fonamental per I'accié deI'* en C.
Prenguem la banda vertical d’amplada 2T centrada en l’origen de G, i sigui D
el subespai topologic format per la seva meitat superior, relativament a I'eix
real:

D={zeH: —T <Re(z) < T} U {oo}.

Identifiquem punt a punt les dues semirectes que uneixen els punts —T,+T
amb el punt de I'infinit i, aixi mateix, els dos segments que uneixen els punts
anteriors amb l'origen. Concretament,

-T+iy~T+1iy, y>0; -XxX~x, xe[-T,T].
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Sigui P = D/ ~ 'espai topologic quocient obtingut a partir de la relaci6 ante-
rior. En la vora de D es distingeixen tres classes de vertexs:

{P():O}, {P*IZ_T,PIZT}, {POOZOO}
L’espai quocient S* =T+ \C és una superficie compacta homeomorfa amb 2:
St =",

De la formula d’Euler, x = 2 — 2g, deduim que el génere de S* és zero.

FIGURA 2: El conjunt D.

El nostre primer objectiu és construir una funcié F(z), meromorfa en C i
invariant per I'acci6 de I'*, que apliqui bijectivament S* en P! (C).!

Comencarem per observar que el conjunt D és simetric respecte de I'eix
imaginari; és a dir, se satisfa que

zeD <= -ZeD,

on z designa el conjugat complex de z i, per definicio, © = o (vegeu la
figura 2).

Considerem el triangle T = T (Py, P1, P»), proporcionat per la meitat dreta
de D. Cercarem la funcié F(z) de manera que transformi bijectivament la
vora de 7 en R i l'interior de T en H. Un cop haurem definit F en 7T, el
principi de simetria de Schwarz en permetra la prolongacié analitica a I’altra
meitat de D:

F(-2):=F(2), peraze 7.
Finalment, estendrem la funcié F a tot C imposant-li la invariancia pel grup
r+:
F(-z)=F(z), F(z+2T) =F(z), peratot z € C.

1 S* esdevindra aleshores una superficie de Riemann compacta.
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En procedir d’aquesta manera, tindrem que
F(zZ) =F(-(-2)) =F(-z)=F(z), peratotzeC.

Aleshores, la funci6 F aplicara 7 U 7, i també T U —7, bijectivament en C.
Les propietats esmentades condueixen cap a una funci6 F automorfa per I'*.
Precisem tot seguit aquesta definicio.
En general, donada una funcié holomorfa f: U — C, definida en un obert
U del pla complex, entendrem per domini d’existéncia, U*, de f el subconjunt
del pla on f és meromorfa.

1 DEFINICIO Donat un subgrup discret I' de PGL(2,C), una funcio f : U — C
s’anomena automorfa respecte de T si

i) f és holomorfa enU.
ii) El grup T opera en U*.
iii) Se satisfa que f(y(z)) = f(z), peratotz € U*, y €T.

Notem que per inversi6 de funcions automorfes s’obtenen funcions
PGL (2, C)-multivalorades; amb altres paraules, dues branques qualssevol de la
correspondeéncia inversa d'una funcié automorfa sé6n sempre projectivament
equivalents.

2 Condicions locals

Les transformacions homografiques y € PGL(2,C), y # +Id, que podem su-
posar definides mitjancant una matriu M = M(y) de determinant igual a 1, es
classifiquen en hiperboliques (tr(M) real, [tr(M)| > 2), eHiptiques (tr(M) real,
|[tr(M)| < 2), paraboliques (tr(M) = *+2) i loxodromiques (tr(M) complexa, no
real).

Sigui I' un subgrup discret de PGL(2,R). Un punt z € R s’anomena para-
bolic respecte de I’ si és I'"inic punt fix d'una homografia parabolica y € I'. Un
punt z € C s’anomena eHiptic respecte de I' si no és parabolic i és fix per una
homografia eHiptica y € I'. L’ordre d’un punt eliptic és, per definici6, ’ordre
del seu grup d’isotropia:

n, = #I,, Ib={yel:y(z) =z}

2 PI}OPOSICI() Considerem el triangle T (P, P1, Ps). Sota 'accié deT+ = {0, T)
en C, es té que

i) El vértex Py és un punt elliptic d’ordre 2 i el seu grup d’isotropia és

Iy = (o).
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ii) El vertex Py és un punt elliptic d’ordre 2 i el seu grup d’isotropia és
I =(10).
iii) El vertex P, és un punt parabolic. El seu grup d’isotropia és
I = (1),
que és ciclic d’ordre infinit.
DEMOSTRACIO: L’homografia y(z) = +z + 2Tm, m € 7, és genérica per al

grup I'*. Per tant, per calcular el grup d’'isotropia en el punt P; cal resoldre
I'equacio en m

+T+2Tm=T,
les solucions dela qual son m=0amb y=Id;obé m=1amby=-z+2T=T0.
Aix0 prova ii). Les altres afirmacions es conclouen de manera similar. O

Atés que si F és una funci6 invariant per I't, tota altra funcié de la forma

aF(z)+b

F2) +rd ad — bc #+ 0,

també ho és, i que tres punts de C son sempre projectivament equivalents,
podem escollir el valor de F en els vertexs de 7. Imposem les condicions

F(Py) =1, F(Py) = —1.

L’elecci6 del valor F(Ps) mereix un moment de reflexié. La invariancia per T
imposada a aquesta funci6, F(t(z)) = F(z), comporta que el limit de F(z)
quan z — oo no pot existir. De fet, la funcié F esta obligada a tenir una singu-
laritat essencial en P, ja que cada valor que prengui en un entorn d’aquest
punt tindra infinites antiimatges. Es clar, doncs, que per definir F (P, ) hem de
considerar el limit quan z tendeix a P, en una determinada direccio; la tria
més natural és la direcci6 vertical. Aixi, escollim

F(Py) := ylirP F(x +1iy), x €R,

iaraimposem com a valor d’aquest limit F (P ) = o. Sota aquestes condicions,
és d’esperar que la funcié F(z) transformi els costats de 7 en R i tingui una
unica singularitat, situada en P.

Els grups d’isotropia proporcionen una informacié valuosa sobre el com-
portament local de la funci6é F que cerquem. Sigui & = 1/ny I'invers de I'ordre
del grup d’isotropia en el vértex Py per l'accié de I'*. Aixi,?

1 1
2’ 2

2 Observem que els indexs introduits, multiplicats per T, proporcionen la mesura dels angles
en els vértexs del triangle T, en I'escala escollida.

Xo =




A la recerca de pi 13

Com que en un entorn de Py la funcié F(z) ha de ser 2 : 1 i parella, ha de
satisfer
F(z) =1+ axz? +asz* + 0(29), | z |< 710,

amb a; # 0irg > 0.
Semblantment, en un entorn de P;, caldra que se satisfaci

F(z)=-14+bs(z=-T)2+bs(z-T)*+0((z-T)%, |z-T|<mn,

amb by, #0ir > 0.

Al mateix temps, considerem una branca qualsevol F-1) (w) de la corres-
pondeéncia inversa de F(z) = w. De les simetries de F se’n dedueix que la
derivada D(F~V,w) ha de ser una funci6 senar. Cercarem la funci6 F de ma-
nera que se satisfaci

D(FD . c3 1
(Fw)=—+—=+0(—), W] > 7o,
woow w
amb c; # 0i 7, > 0.

Es clar que, de moment, tots els coeficients dels desenvolupaments ante-
riors son indeterminats. El bon comportament de la funcié F respecte de la
conjugacio complexa comportara que aquests coeficients siguin reals.

3 Derivades automorfes

La informaci6é que donem en aquesta secci6 és de caracter general. Comenca-
rem per observar que la propietat d’automorfia d’'una funci6 no es transmet a
la seva derivada. Donada y(z) = (az + b)/(cz + d), la férmula

(ad —bc)Df(y(2)) =D(foy)(2) - (cz + d)?

posa de manifest que la derivada habitual només és invariant per y quan
¢ = 0,a = d; és a dir, quan y és una translaci6. Per paHliar aquest inconve-
nient, cercarem un operador diferencial que preservi ’automorfia. Com que es
tracta d’aconseguir una invariancia respecte de tres parametres, s’'imposa la
cerca d'un operador de tercer ordre.3

3 DEFINICIO Sigui f(z) una funcio meromorfa no constant.
i) La derivada schwarziana Ds(f, z) de f es defineix per la formula
_ 2D(f,2)D’(f,2) - 3D*(f,2)°
D(f,2)? '
3 Operadors diferencials invariants per homografies foren ja considerats per J. L. Lagrange

(1736-1813), H. A. Schwarz (1843-1921) i R. Dedekind (1831-1916). El seu origen es remunta a
recerques sobre geodeésia.

DS(fJZ)
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ii) La derivada automorfa D, (f,z) de f es defineix per la formula

DS(f’Z)
D(f,z)*

Per a tot y € PSL(2,C), es té que D,(y(z),z) = 0. De fet, en la deriva-
ci6 automorfa les homografies substitueixen el paper de les constants en la
derivacié habitual.

Es immediat comprovar que la derivada automorfa d’'una composicié de
funcions satisfa la regla de la cadena segiient.

D(l(fsz) =

4 PROPOSICIO Siguin f(z),g(z) funcions meromorfes no constants tal que la
composicio g o f estigui definida. Aleshores,

D(l (fy Z)
D(g,f(z))*

5 PROPOSICIO Sigui f(z) = w una funcio meromorfa no constant de corres-
pondencia inversa PSL(2, C)-multivalorada. Aleshores,

Da(g e f,z) =Dalg, f(2)) +

i) La derivada schwarziana Ds(f =V, w) és una funcié (univalorada) que sa-
tisfa
DS(f(il)yw):_Da(fyZ)y peraw:f(z)'

ii) Si f ésT-automorfa, la derivada automorfa D, (f, z) és, també, I-automorfa.
Es a dir,
D.(f,y(z)) =Da(f,z), peratoty deTl.

4 El calcul de la derivada automorfa

En aquest punt, reprenem les notacions de les dues primeres seccions. Si bé
la informaci6 aplegada fins ara no és suficient per al calcul de la funci6 F,
veurem que ja permet ’obtencio6 de la seva derivada automorfa.

Com que els vertexs del triangle 7 son els tnics punts en qué es preveu
que la funci6 F deixi de ser localment injectiva, les singularitats de D, (F, z)
s’han de localitzar precisament en aquests vertexs.

Gracies als desenvolupaments locals de F que hem deduit en la secci6 2,
podem calcular els primers termes del desenvolupament en série de Taylor de
D, (F,z), al’entorn de cada vertex de 7. Ho fem tot seguit.

6 PROPOSICIO Sigui T = T (P, P1, Ps).

i) En un entorn de Py, se satisfa que

3 1 3ag 1
Da(F,z) = ———— + 2% = 1 0(1
alF,2) 4a3z* a3 z? )
o — 1 Ao

~Fez) 12 Fz -1 oW
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on Ay = —3a4/2a3 és una constant.
ii) En un entorn de P;, se satisfa que

23 1 [ 3h 1
4b3(z-T)* b3 (z-T)2

D, (F,z) +0(1),

2
_ox-1 A
~Fe 12 Fz 11 oW

on Ay = 9by/2b3 és una constant.
iii) En un entorn de w = oo, se satisfa que

Dg(F"Y w) = iz +0 (%) .
w w

La proposicié anterior motiva la introducci6 de la funcio6 racional

R(w) := 1—0((?3 Ao 1—0(% Ay
Tw-1)2 w-1 (w+12 w+1
3 Ao 3 Ay

= + + + .
4w-12 w-1 4w+1)2 w+1

Observem que no coneixem les constants Ag, A;, perque els coeficients de F
son indeterminats.
Deduim que la funcio

H(F,z):=Dg4(F,z) + R(F(2))

és holomorfa en tot z € C. Per estudiar-ne el comportament a l'infinit, ens
valdrem de F(-1. Com que la funci6

Hw,F"Y) = -Ds(F ', w) + R(w)
_ Aot A (l _ )L (L)
= " + > +Ag— A 2 +0 3

resta afitada en un entorn de I'infinit, imposarem que H (F, z) sigui una funci6
constant; de fet, igual a zero.* Aleshores, s’ha de satisfer el sistema d’equa-

cions
Ag + A =0

2A0 — 2A7 = -1.
Cal prendre, doncs, Ag = —i,Al = %, amb la qual cosa

w? +2
(w2 -1)%°

4 Si disposéssim de la funcié exponencial, del principi del maxim i, en definitiva, del teorema
de Liouville, no caldria imposar que H fos constant; ho seria automaticament.

R(w) =
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5 La recerca del cosinus

Un cop calculada la derivada automorfa de F, intentarem el calcul de F(z) = w
integrant formalment I’equacié diferencial ordinaria de tercer ordre

Dy;(w,z) + R(w) = 0.

En calcular la soluci6 a ’entorn de Py sotmesa a la condici6 inicial F(Py) = 1,
obtenim una funcié que depeén, aparentment, d'un parametre A (tal que
A2 = ao):
A4Z4 AGZG A828 Alozlo AIZZIZ
+ + + + +
6 90 2520 113400 7484400

F(z) =1+A%z% +

A14214 A16216 AISZIS
+ + +
681080400 81729648000 12504636144000
220520 ’)
2375880867360000 +0(z").

o . 211;\211 .
Notem que, per a n < 10, el coeficient de z2" és . Provarem més enda-

2n)!

vant que aquest és un fet general.

De manera semblant, en calcular la soluci6é a '’entorn de P; = T sotmesa
a la condici6 inicial F(P;) = —1, obtenim una funcié que depén, aparentment,
d’'un parametre u (tal que p? = by):

pt(z - T)* . pi(z-1)° p¥(z-T1)8
6 90 2520

F(z)=-1+pu2(z-T)% -

“10(2 _ T)lO B [le(Z _ T)IZ N “14(2 _ T)14 B [Jle(Z _ T)16
113400 7484400 681080400 81729648000

?\IS(Z—T)IS B [.JZO(Z—T)ZO
12504636144000 2375880867360000

Pot semblar que ens resten parametres lliures, pero aixo no és ben bé aixi.
D’una banda, desconeixem la relacio existent entre A i y, i, de I’altra, tenim
lliure el parametre T. Quan haurem fixat la mida de T, els parametres A i u
quedaran univocament determinats.

Les propietats de la funcidé F = Fr(z) que es reflecteixen en la proposicié
que segueix son independents de I'eleccio de T.

+0((z = T)??).

7 PROPOSICIO La funcio F(z) és holomorfa en C i automorfa respecte deT'*.

6 La recerca del sinus

A partir del grup I'* = (o, T), hem construit una funcié automorfa, F(z). A
continuacio, construirem noves funcions a partir del subgrup I' = (T) de I'".



A la recerca de pi 17

8 LEMA Se satisfa que

i) D?(F,z) = 2A%F(z) = —2u?F(z) i, per tant, A> = —p°.
ii) D(F,z)% = =2A2(1 — F%(2)) = 2u%(1 — F2(2)).

DEMOSTRACIO: Per comencar, observem que la derivada segona D2 (F, z) de F
és, de nou, I'"-automorfa. Una inspeccié dels primers termes del desenvolu-
pament en série de les funcions 2A2F(z) i D?(F,z) a I'’entorn de Py posa de
manifest que totes dues comencen igual. El mateix succeeix amb —2u2F(z) i
D2(F, z) quan s’observen els seus desenvolupaments a I’entorn de P;. Per tant,
aquestes funcions automorfes han de satisfer la mateixa equaci6 diferencial.
Com que, fixades les condicions inicials, es té que la solucié de I'’equacio di-
ferencial és tnica, les funcions han de coincidir. L'apartat ii) es dedueix de
manera similar. |

En definir

1
G(z):= —i\/EAD(F’Z)’

obtenim una funci6é que és automorfa pel grup I' = ().

El lema anterior fa palés que les funcions F i G so6n algebraicament depen-
dents. Com que satisfan la relaci6 algebraica

F(z)> +G(z)>=1, peratotzeC,

uniformitzen la circumferéncia.

9 PROPOSICIO Els desenvolupaments en serie de Taylor de les funcions F(z),
G(z) a l'entorn de l'origen son

® 211;\211 ) °° 2nA2n+1

F(z) = ) ani? n Gl(z) = —iN2 Y =5zl

= = @en+ 1)

DEMOSTRACIO: Hem vist que D?(F, z) = 2A%F(z). D’aquest fet i de la definicio
de G(z) se segueix que, també, D2(G,z) = 2A2G(z). En aplicar de manera
recurrent aquestes formules, obtenim que
D?™(F,z) = 2"A’"F(z), D?"(G,z) = 2"A’"G(z),
D?"I(F, z) = 2"A"D(F, z), D" 1(G,z) = 2"A’"D(G, 2).

En tenir en compte que F(0) = 11 G(0) = 0, s’obtenen els desenvolupaments
en serie de Taylor a I’entorn de Py = 0. O
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7 La recerca dels radians

Intentarem relacionar les constants que ens manquen A, T amb alguna pro-
pietat intrinseca de la corba que estem uniformitzant. Una tria raonable és la
longitud d’un arc. Calculem, doncs, la longitud L de mitja circumferencia.

+1 +1 1 +1 dF
L= 41 G'FZdF=J —dF=J —
J—l +G(E) -1 V1 -F2 G

-1

F“”(D
— i\2A dt = —i\2AT.

FD(=1)

Com que el valor de L és un nombre real independent del periode 2T i de la
constant A, concloem que les constants A, T han de ser inversament proporci-
onals. Ara ens cal triar un nom per designar la constant de proporcionalitat.
Definim 1w com la constant, real, tal que

A2
AT = l£1T.
2
En substituir en la integral, veiem que la longitud 2L de la circumferéncia és
271t. El semiperiode més natural per uniformitzar la circumferéncia és T = 1.

Aleshores, A = i?, iles funcions F, G tenen els desenvolupaments

o (D" 5y o (D™ oy
F(z) = Z (2n)!22 ) G(z) = Z mzz L

n=0 n=0

Ara ens cal triar un nom per designar les funcions F, G. Definim, d’acord amb
la tradicio,
cos(z) :=F(z), sin(z):=G(2).
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