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Es presenta una aproximacié a la matematica involucrada en el mén de I'art, en el seu
vessant pictdric i escultdric, emfatitzant la seva estreta relacié amb aquest apassionant
mén. Sense matemdtiques podrien gaudir d’excel-lents pintures? Sense matemdtiques
podriem construir escultures? Sembla que si, perd sols amb matematiques no; cal I'en-
giny i la creativitat de I'arfista. Per tot aixd I'arficle realitza un viatge pel mén de les
proporcions, perspectives, i en particular la geometria com a gran protagonista de tot
plegat. En larticle es presenta el ja mediatic nombre d’or i la seva gran familia (els
emblematics nombres metdl-lics) per acabar mostrant la preséncia del nombre d’or i
I"anomenada proporcié duria en |'edifici del Museu Victor Balaguer.

Vull agrair a Berta Bardi i Mila el treball efectuat a Matematiques | d’Escola d’Arqui-
tectura, Curs 97-98 perqué és un valudés document que generosament m'ha cedit per
efectuar el present estudi.

CONSIDERACIONS INICIALS

Sovint socialment ens plantegem queé considerem per arz. La paraula a7z deriva del llati Ars,
ARTIS i el Diccionari de la llengua catalana de l'TEC es refereix a ‘destresa, habilitat’, al ‘sistema
de regles i preceptes per a fer bé alguna cosa’.

En altres llengiies la definicid és coincident:

Segons la Real Academia Espafiola (RAE) I'art (arte en castelld) és ‘virtud, disposicién y habi-
lidad para hacer algo’, i també és ‘conjunto de preceptos y reglas para hacer bien algo’.

La classificaci en la Grecia antiga incloia sis coneixements dins l'art: arquitectura, dansa,
escultura, musica, pintura i poesia. A la societat actual s’ha passat a considerar altres arts; per
exemple s'acostuma a dir que el cinema és el seté art. També s’hi consideren, com a art, actu-
alment altres habilitats i coneixements com podria ser la fotografia.

DPerd que en pensen i en pensaven els artistes? Creien que l'art és bellesa? En queé coincidien
els antics pensadors i els més cotitzats artistes del segle passat i de 'actualitat sobre que és bell?
Si seguim llegint la definicié de ar¢ veiem que també s'esmenta aquest extrem: ‘aplicacié de
Ihabilitat i del gust a la produccié d’una obra segons principis estetics’.

Si parlem d’estetica, d’art, de matematiques, de proporcions, de bellesa, és de sentit comu que
parlem de 'anomenat n#mero d'or i tot allo que I'envolta. Ell és el culpable de tot 'embolic.
Per tant el protagonista del present escrit sera sens dubte el ndmero d’or.
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UNA NOTA HISTORICA

Aproximadament a 'any 350 aC Euclides va escriure el llibre Els elements, text que recull bona
part del coneixement matematic de I'¢poca.
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LIBRO PRIMERODE
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Els elements és el llibre més difés després de la Biblia i ha estat objecte d’estudi gairebé durant
més de 2000 anys. En el llibre sis¢ hi troben el segiient paragraf:
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“Un segment estir dividir en mitja i extrema rad quan el segment total és a la part major com
aquesta a la part menor”(EUCLIDES, Elements VI.3).

Aixd ho podem grafiar com

a
a x
I } { De maneraque — = =
A C B x )
x y
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. . . . . . a c ;-

Si tenim quatre quantitats a, b, ¢ i d de manera que es verifiqui 77 (igualtat entre
proporcions), els termes a i d sanomenen extrems i els termes b i ¢ mitjos de la proporcid.
) . a .. .
Si el que tenim és de la forma e aleshores el terme b sanomena mitjana proporci-

onal entreaic.

Sovint es coneix aquesta divisié com a divisid auria o seccid auria del segment. La part que
, . . ., . a  x\
t¢ una mesura de x unitats de manera que verifiqui la relacié anterior (= = =) sanomena
x

segment auri del segment a.

Es obvi que si agafem un segment de longitud # i considerem “dos trossos” de longituds x i 3

N . . .,a4 X
aix0 no sempre verificar la relacié = = =.

x )

. o .4 x
Ens entretindrem a descobrir quin és el valor d’aquest quocient = = =.
x )

. .o a x . a4 x
Com que a=x+y, aleshores y=a-x i substituinta = = = tenim: = =——, operant:
x x

a-(a-x)=x’, arreglant una mica: x’+a-x-2’=0, i resolent I'equacié tenim:

_ :‘Vﬂz +4a” iy '—1¢\/§
2

2

X

; daquesta manera podem establir que el quocient

—1%4/5 . Siescollim la solucié positiva (ja que es tracta de mesures) tenim:

2
ﬁ_ﬂ
2

2R

=1,6180...

Aquest nombre tan “singular” sanomena nombre d'or i s'indica amb la lletra ¢ (f1).

Lassignacié d’aquesta lletra (inicial de Fidias) a aquest nombre la va efectuar a 'any 1900

el matematic Mark Barr en honor a l'escultor grec Fidias (Atenes, 480 aC — 430 aC). Fidias
va dissenyar les estatues d’Atenea a I'Acropoli d’Atena (en el Partend) i l'estatua de Zeus a
Olimpia.
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A Pantiga Grecia es va utilitzar per establir proporcions de temples, tant en les seves plantes
com en faganes. Kepler, astronom alemany (1571-1630), va considerar que les joies de la
geometria son la proporcié auria i el teorema de Pitagores.

EL NOMBRE D’OR AL NOSTRE ENTORN

Tradicionalment el nombre d’or estd associat al concepte de bellesa, en el sentit que els objec-

tes on hi ha la seva preséncia semblen més “bonics”, ens “atrauen” més, sén més harmoniosos.

Si els proposo que observin la segiient seqiiencia de rectangles i que escullin el que els sembli
més “bonic”, més “harmonids”, d’acord amb la majoria de vegades que sha proposat aquesta
experiéncia, el rectangle escollit sera el segon. Si efectuen la divisié entre la mesura del costat
“llarg” i el que mesura el costat “petit” observaran que s’obté 1,6180... (GOMEzZ, ]. Laltra cara

de les matematiques). Aquests rectangles sanomenen durics.

Rectangle 1=60,4x24,4 cm Rectangle 2=52,4 x 32,4 cm,
aquest és el rectangle auri

Rectangle 3=56,2x28,2 cm
Rectangle 4=44,4 x 40,4 cm

Escalal:10

Aquest fet no és casual; les persones humanes tenim en el nostre retret una mena d’intuicié

per les formes belles i harmonioses.

:Que té d’especial aquest nombre i aquest rectangle i quina influéncia plasma en el taranna
dels ciutadans? La preséncia del nombre d’or a la societat és una cosa subtil amb que s'iden-
tifica ’harmonia dels elements bells i bonics de la societat i dels objectes. La seva preséncia la

trobem en multiples escenaris quotidians.



1. A la butxaca: Els documents d’identitat, els paquets de tabac, les targetes d’altres docu-

ments. Si s'entretenen a dividir el costat llarg entre el petit obtindran aquest nombre.

Fortuna

Las Autordades Santaras advarter
“umar guanig i

5008 2336°4B8 01

2. A lart: Dibuix anatomic de Da Vinci, La Gioconda, Venus de Milo...

Els artistes del Renaixement varen utilitzar la seccié auria en multiples ocasions tant en pin-
tura i escultura com en arquitectura per aconseguir equilibri i bellesa.

Leonardo da Vindi, en el seu quadre de La Gioconda (o Monna Lisa) va utilitzar rectangles
aurics per plasmar el rostre de Monna Lisa. Es poden localitzar en molts detalls del seu rostre,

i el mateix rostre semmarca en un rectangle auric.
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En la segiient imatge tenim UHome de Vitruvi de Leonardo, on mostrem el rectangle auric.

[T R R SRR -
i e e oo
5k o g L o i P 3

Leonardo da Vinci, de fet, el va usar per definir totes les proporcions fonamentals de la seva
pintura: en el quadre L%/tim sopar la proporcié auria apareix en les dimensions de la taula i

les proporcions de les parets i les finestres.




El nombre auri ha interessat també alguns artistes contemporanis, com ara Salvador Dalf, que

el va aplicar en diverses obres.

51

S’observa que

AD:AC=AC:AB-= ¢
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3. A la natura: També en les proporcions dels dits de les mans, i fins i tot en un ou de gallina!
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4. A larquitectura: Edifici del Secretariat de les Nacions Unides, catedral de Notre-Dame de

Paris, Partené...




El mateix Rafael Alberti va escriure un poema (Divina Proporcidn) dedicat a la proporcié auria:

Divina Proporcion

A ti, maravillosa disciplina,

media, extrema razdn de la hermosura,
que claramente acata la clausura
viva en la malla de tu ley divina.
A ti, cdrcel feliz de la retina,

durea seccidn, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura

que el Universo armdnico origina.
A ti, mar de los suerios, angulares,
Sflor de las cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro.

Luces por alas un compds ardiente.
Tit canto es una esfera transparente.

A ti, divina proporcién de oro.

Mostrarem algunes curiositats recents d’utilitat domestica on hi ha implicada la proporcié

aurica:

A la IX Fira d’Invents Galactica de Vilanova i la Geltrd (2001) va ser guardonat I'estenedor
Drymax. Una de les caracteristiques d’aquest estenedor és que, a més a més de minimitzar

espai que ocupa l'estenedor i de maximitzar el temps d’assecat, les articulacions estan en

proporci6 auria.

La catedratica de Matematiques de I'TES Fran-
cesc Macia de Cornella Pepita Panadés resu-
meix un treball matematic extraordiniriament
creatiu que a més ha estat presentat a la IX Fira
d’Invents Galactica que s’ha celebrat a Vilano-
vaila Geltrd. La professora Pepita Panadés ens
mostra la solucié donada a un problema do-
mestic i ens descriu amb molta tendresa la seva
experiencia a la fira.

Nota extreta de :

htep://www.xtec.es/ ~dpinol1l/abeam/butlleti/
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:Si algun dia veuen en algun balcé un estenedor com el Drymax, els invito a contemplar la
i g g y!

bellesa d’alld que té alguna cosa a veure amb el nombre d’or!

Si ens fixem en camps esportius com ara els de futbol, rugbi o hoquei, notarem que en la
majoria d’ells també trobem el rectangle auric:
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També és extraordinari observar com els sommeliers en els seus tastos de vins usen la propor-
cié auria en 'harmonia de I'algada del vi que esta distribuit en una copa: I'alcada de la copa
dividida per I'algada del vi saproxima al nimero d’or!




Tanmateix si es fixen en les tanques publicitaries notaran que moltes mantenen la relacié

auria ja que els professionals de la publicitat pensen que efectivament aquests rectangles sén

els més harmoniosos i per tant els que el possible client mirara més.

CONSTRUCCIO DEL RECTANGLE AURIC

La pregunta natural és: ;Com es pot construir un rectangle auric?

Considerem un quadrat de vertex A, B, C i D que mesuri « unitats de costat tal com mostra

la figura:

1
1
1 Costat de longitud a
\

Anomenem E el punt mitja del costat AB i el segment que uneix E i el vertex D. Aleshores

construim la circumferéncia de centre E i radi 7. Allarguem el costat AB fins a trobar el punt

d’interseccié de la circumferéncia construida amb la prolongacié del costat AB; a aquest punt

li diem G. Amb aquests elements podem construir el rectangle que mostrem a la figura:
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Ens interessa calcular el valor que s'obté de dividir la longitud de la base entre I'algada, és a
dir: 4G
GH

Calcul de GH:

Recordem que AB=a i per tant GH=a (recordin que ABCD és un quadrat cada costat del qual

mesura 4 unitats).
Calcul I’4G:
Per trobar el valor AG=AE+EG-= g + 7 ens cal determinar el valor de 7.

A la figura s'observa que EB mesura g i que BD mesura 4; llavors per determinar el valor del

segment 7 aplicarem el teorema de Pitagores:
5

’ L2, 2
72=42+(g)2 aleshores r= 1’42 + (%)2 = M% =
a

Amb aixd tenim que el costat “llarg” AG mesura AG= 5 + 5 5= % (1+ w/g )
a
a5 () 1445
GH a 2

XN

Per tant -1,61803...= ¢-

Aquest fet ens mostra que, efectivament, el rectangle construit és auric.

EL NUMERO D’OR | LA SUCCESSIO DE FIBONACCI:
1,1, 2,3,5,8, 13, ...
Leonardo Bonacci (1170-1240), matematic italia anomenat Leonardo de Pisa per ser natiu de

la ciutat de Pisa, va passar a la posteritat amb el sobrenom de Fibonacci.

Fibonacci va difondre per Occident els caracters arabics
iva publicar el Liber abbaci, potser un dels millors textos
d’algebra coneguts —escrit 'any 1202—. En aquest llibre
exposa problemes algebraics aplicats a la resolucié de
problemes del comerg i plasma la importancia del siste-
ma de numeracié hindd i arabic. D’aquesta obra només
es conserva la segona edicié —publicada al 1228 on des-
taca a les planes 123 i 124 un curids problema relacionat
amb el creixement d’una poblacié de conills. En aquest
problema apareix una seqii¢ncia numerica que es coneix
com a successid de Fibonacci i que té la particularitat d’es-

tar estretament relacionada amb el ndmero d’or.



Vegem 'esmentat problema:
En un lloc tancat es diposita una parella de conills per observar quants descendents produ-
eixen en el curs d’un any. La hipotesi de treball consisteix en el fet que cada mes, a partir del

segon mes de vida, una parella de conills reprodueix dos conills més tal com mostra la imatge:
Creixement d’una poblacié de conills:

El model seguit és el segiient: el primer mes no sén fertils, a partir del segon mes cada parella

en reprodueix una de nova. Suposem que no es mor cap parella! S’obté doncs:

DEL MES PARELLES
o 2 *
2 NN T 2
s v S e N =
2 | \ees \ >~ N\ "~ =
5 | =\ \ao s\ adas| °

i3

G o oo s o s G E oS e

Tot seguit comptarem el nombre de parelles que hi ha al final de cada mes.

Primer mes: La inicial p, (total 1 parella).

Segon mes: La inicial p, perqué encara no es fertil (total 1 parella).

Tercer mes: Ja procrea,; tinc una nova parella p, ila p; que tenia (total 2 parelles).

Quart mes: La p, encara no es fertil, p, en fa una altra; diguem-li p, (total 3 parelles).
Cinqueé mes: La p, ja es fertil; tinc doncs la p, i els fills de p,, que ni direm p;; la p; procrea

(diguem-li p,). (Total 5 parelles).
La seqii¢ncia numerica és: 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., que es coneix pel nom de successié de Fibonacci.

El lector pot observar que cada terme s'obté sumant els dos anteriors, és a dir:
1+1=2
1+2=3
2+3=5
3+5=8

En sintesi: ;que té de curids la successié de Fibonacci? Si efectuem els quocients entre un
terme i el seu anterior s'observa que:

1/1=1

2/1=2

312=15
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5/3 = 1,66666

8/5=1,6
13/8 = 1,625
21/13 =1,615

Ens acostem al nombre d’or: 1,6180339...!
Aquesta meravellosa seqiiencia també la trobem a la natura, per exemple:

1. En les pinyes:

2. Les fulles d’una planta: Si considerem una planta, i dues branques amb fulles que estiguin
a la mateixa tija (la mateixa vertical), entre ambdues hi ha un nombre de branques i fulles de

la successié de Fibonacci!

a

El nombre d’or forma part d’una gran famflia de nombres, els anomenats nombres metal-lics.

Els mostrarem alguns d’aquests nombres.



LA FAMILIA DEL NOMBRE D’OR: NOMBRES METAL-LICS

Els mostrarem els familiars més directes del nombre d’or. Sén uns nombres estretament rela-

cionats amb el nombre d’or 1 les successions de Fibonacci.

Recordem que l'equacid x*-x-1=0 té dues solucions; si escollim la solucié positiva obtenim el

1+4/5

valor x = =1,6180..., és a dir el nombre d’or. Com hem mencionat el nombre d’or té

associada la successié (seqiiencia) de Fibonacci: 7, 1, 2, 3, 5, ..., que verifica que els quocients

entre cada terme i el seu anterior s’acosten al nombre d’or:

137 17

—>— > Sacosta a 1,6180...

1137

Seguidament els mostrarem que si partim d’equacions de segon grau lleugerament modi-
ficades i afins a I'esmentada x”-x-1=0 trobarem un seguit d’equacions que ens generen els
anomenats nombres metal-lics. El “cap de familia” dels nombres metal-lics és el nombre d’or
i els seus germans sén el nombre de plata, el de bronze, el de coure, el de niquel i el de plati.
També hi ha seqiiencies numeriques que s'acosten a ells de manera aniloga a la de Fibonacci
(adhuc les podem anomenar successions de pseudo-Fibonacci). Tot seguit els presentarem les

expressions d’aquets nombres i llurs propietats.

Plata
Lequaci6 x°-2x-1=0 té com a solucid positiva x,, =1+ \/E =2,4142..., anomenat nombre de
. . . , . 1 3 7 17
plara. Si consideren laseqiiéncia 1, 1, 3,7, 17,... sobserva que els quocients T
Sacosten a 2,4142...
Bronze
. . . 3 +\/E ., .
Tenim x*-3x-1=0 amb solucié positiva x, ~==—————=3,3027... La seva successié associ-
1 4 13 43
adaés 1, 1, 4, 13, 43, 142,.... De manera que els quocients T2 B sacosten a
3,3027...
Coure

De I'expressi6 x*-x-2=0 tenim que x =2 De manera que a partir d’aquesta successi6 7, 1, 3,

3 5 11

. 1
5,11, 21,..., considerant 1—,— —,—,... ens acostem a 2.

1°3°5
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Niquel

De la igualtat x*-x-3=0 tenim que x . =1,3660... amb 1, 1, 4, 7, 19, 40,...verifi-

niquel =

1+\/§
2

cant que L4 7 2, sacosta a 1,3660...

1’1747
Plati
Com els anteriors x*-2x-2=0 té per solucié6 x =1 +\/; =2,735... 1, 1, 4, 10, 28,..., de ma-
nera que —, i,ﬂ, ﬁ, ... sSacostaa 2,735....

11 4 10

Una pregunta natural és: ;D’on surten aquestes successions? No és magia! Es generen a partir
g ¢ q g g

dels coeficients de I'equacid. En general sén equacions de la forma x?-mx-n=0 amb m>0 i

n>0 i enters. La successié generada és una seqiiencia del tipus G, G, G3 G, Gj... on sagafa

G,= G,=1 i els segiients termes de la forma G,=m-G, +n-G,_; aleshores els quocients dels
G, G5 Gy
G, G, G,

termes de les successions corresponents als nimeros metal-lics: ,... sacosten

al ndmero metal-lic corresponent.

Els ho resumim en la segiient taula:

nom equacié m n nombre metal-lic | seqiiéncia

or x2-mx-n=0 1 1 1,6180... 1,1,2,3,5,...
plata x-2x-1=0 2 1 2,4142... 1,1,3,7,17,...
bronze | x*-3x-1=0 3 1 3,3027.. 1,1,4,13,43,...
coure x-x-2=0 1 2 2 1,1,3,5,11,21,...
niquel x’-x-3=0 1 3 1,3660... 1,1,4,7,19,...
plati x2-2x-2=0 2 2 2,7350... 1,1,4,10,28,...

De la mateixa manera que el nombre d’or va ser usat en proporcions en l'arquitectura de
Grecia, el nombre de plata va ser usat en tapissos i patis romans i el de plati en alguns aspectes

de l'arquitectura del Renaixement.

Ja que hi estem posats i com a nota curiosa mencionarem un altre nombre -que no té res a
veure amb els nombres metal-lics-, que es coneix com a nimero de plastic. En certa manera
podriem afirmar que és cosi dels anteriors! S’anomena de plistic ja que no és solucié d’una
equacié de segon grau (sind de tercer grau) i per tant no té la mateixa “categoria” de formar
part d’aquesta gran familia!




Es defineix com I'tinica solucié real de I'equacié:

Box-] =(» que té per solucid szmf:]’3247] 8.... Aquest nombre també té una successié asso-
ciada (anomenada de Padovan):

1,1, 1,22 3 45 79 12, 16, 21, 28, 37,..., successié que es genera —agafant els tres
primers termes com la unitat— com a:P,=P, ,+P, ; “Cada nou terme és la suma dels dos avant-
pentltims”. Analogament a les seqiiéncies dels nombres metal-lics es verifica que els quocients

de cada terme entre el seu anterior s'acosten al nombre de plastic:

- =’ Z ,... A mesura que avancem ens acostem a 1,324718....

1 2 2 3 4 5 7 9
Aquesta successié la va estudiar el matematic Richard Padovan (nat al 1935) i va ser desco-
berta 'any 1928 per l'arquitecte holandés Hans van der Laan (1904-1991). El lector pot
trobar més informacié en 'article Mathematical Recreations d’Tan Stewart publicat a Scientific

American (juny del 1996).

Per a més informacié sobre els nombres metal-lics:
SpINADEL Vera W. (1997). “Una nueva familia de nimeros”. Anales de la Sociedad Cientifica
Argentina, vol. 227, n. 1.

EL NOMBRE D'OR, UNA DE LES GRANS MERAVELLES
DE LA BIBLIOTECA MUSEU ViCTOR BALAGUER

Pero no cal anar tan lluny: a casa nostra en tenim més exemples. Podem fer un cop d’ull a un
edifici proper: el Museu Victor Balaguer.

Sa W

e
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centre de Vilanova i la Geltrd, també hi trobem el nombre d’or. En la fagana apareixen dife-

rents rectangles, estatues... amb les proporcions auries.

Us convidem a fer aquesta petita comprovacid. Si mesurem el planol de la planta podem
observar diferents rectangles. Al realitzar els diferents calculs ens apareix sempre la mateixa

proporcio:

Rectangle A

253 _
|5 -1:601265823 = @

Rectangle B

7.5 _

Rectangle C

85 -
53 ~1.603773585 = @

Vull manifestar que aquest treball que relaciona el Museu amb la proporcid auria esta realitzat
per Berta Bardf{ i Mil, dins l'assignatura Matematiques I, Escola d’Arquitectura UPC, Curs
97-98.



CLOENDA: ELS QUADRATS MAGICS

En el mén de l'art trobem altres relacions amb les matematiques, i farem esment especial del

quadrat magic de Durero.

Un quadrat “magic” és una taula en que es disposen una serie de nombres sencers en un qua-
drat o matriu en el qual la suma dels nombres de les files o columnes i diagonals principals
sigui la mateixa: la constant “magica’.

Actualment esta de moda el joc del sudoku, on parlem d’un quadrat en el qual la suma dels
digits que formen les columnes i les files és constant, tot i que no succeeix igual en la suma

a les diagonals.

Quan es compleix la condicié que la suma de les verticals, horitzontals i diagonals és constant

parlem de guadrar magic.

Els origens dels quadrats magics es remunten al 111 mil-leni aC. Diu la llegenda que 'empe-

rador Yu va trobar una tortuga que a la closca tenia un quadrat magic de dimensions 3x3.

Albert Durero (1471-1528), pintor i gedmetra, va fer un quadrat magic de 4x4 de suma
magica 34, que va plasmar en el seu quadre La melancolia de 1514.

&5 "R A Y
Sembla que Melancolia és una obra que fomenta el debat i esta lligada a les creences

magoniques.

En el quadrat magic, a més de sumar 34 en qualsevol sentit (horitzontal, vertical i diagonal),
les quatre cantonades també sumen 34. Perd notem que també sumen el mateix els quadrats
interiors... Si ens hi fixem, a baix hi ha el 15 i el 14. Notem que Durero representa I'any que
fa fer el quadre.... També sumen 34 els seus quatre vértexs 16 +13 +4 +1 i els seus veins 5
+8 +9 +12, 15 +14 +3 +2. També els nimeros centrals 10 +11 +6 +7 i els “salts de cavall” 5
+2 +12 +15.
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Gaudyi, al segle xx va utilitzar els quadrats magics en una facana de la Sagrada Familia (la de
la Passi6, en que al 1987 Subirachs va rebre I'encarrec de continuar el treball de Gaudi). La
constant magica en aquest cas és, 33 que coincideix amb 'edat que tenia Jesucrist quan el van
crucificar. Ltinica pega d’aquest quadrat magic és que té dos nombres repetits, cosa que potser

li treu algun merit perd segurament era necessaria per donar-li el sentit espiritual pretes.




